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ระยะห่างระหวา่ง จุดุ 2 จุดุบ่นเส้นจุำานวน
บนเส้้นจำำ�นวน เร�กัล�่วได้ว�่เม่ื่�อจำำ�นวนจำรื่งิ a ส้อดคืลอ้งกับัจำดุ P ดังนั�น a จำง่เป็นพิกัดของจำดุ P เขยีนแทนด้วย
สั้ญลกััษณ์ี P(a) และส้�มื่�รถูเขยีนสั้ญลกััษณ์ีแส้ดงระยะห่�งระหว�่งจำดุ 2 จำดุ บนเส้้นจำำ�นวนได้ดังต่่อไปนี�

จุดุแบ่่งภายใน/จุดุแบ่่งภายนอกัของส่วนของเส้นตรงบ่นเส้นจุำานวน
โดยให้ m และ n เป็นจำำ�นวนบวกั
เม่ื่�อจำดุ P อยูบ่นส่้วนของเส้้นต่รง AB โดยที� AP:PB=m:n จำะได้ว�่จำดุ P แบ่ง
ภายในส่้วนของเส้้นต่รง AB ออกัเป็น m:n และจำดุ P นั�นเป็นจดุแบ่งภายใน เม่ื่�อ 
m=n แลว้จำดุ P ค่ือจดุกึง่กลางของส่้วนของเส้้นต่รง AB

นอกัจำ�กันี� ถู�้จำดุ Q เป็นส่้วนขย�ยของส่้วนของเส้้นต่รง AB โดยที� AQ:QB=m:n
จำะได้ว�่จำดุ Q แบ่งภายนอกส่้วนของเส้้นต่รง AB ออกัเป็น m:n และจำดุ Q ค่ือจดุ
แบ่งภายนอก ในกัรณีีของกั�รแบ่งภ�ยนอกั m¹n
  บนเส้้นจำำ�นวน ส้ำ�หรื่บั จำดุ 2 จำดุ ค่ือ A(3) และ B(11) ที�ต่่อด้วยส่้วนของเส้้นต่รง AB เร�ส้�มื่�รถูห�พิิกัดัของจำดุต่่อ
ไปนี� ได้

(1) จำดุ P แบ่งภ�ยในส่้วนของเส้้นต่รง AB เป็น 3:1

คืว�มื่ย�วของส่้วนของเส้้นต่รง AB ค่ือ AB=|11-3|=8

จำ�กั AP:PB=3:1 คืว�มื่ย�วของส่้วนของเส้้นต่รง AP ค่ือ 
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ดังนั�น เน่�องจำ�กัจำดุ P เล่�อนออกัไป 6 ในทิศท�งบวกัจำ�กัจำดุ A บนส่้วนของเส้้นต่รง AB เร�จำง่ได้ P(9)

(2) จำดุ Q แบ่งภ�ยนอกัส่้วนของเส้้นต่รง AB เป็น 3:1

จำ�กั AQ:QB=3:1 คืว�มื่ย�วของส่้วนของเส้้นต่รง AQ ค่ือ 

AQ AB= ×
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ดังนั�น เน่�องจำ�กัจำดุ Q เล่�อนออกัไป 12 ในทิศท�งบวกัจำ�กัจำดุ A บนส่้วน
ของเส้้นต่รง AB เร�จำง่ได้ Q(15)

(3) จำดุ R แบ่งภ�ยนอกัส่้วนของเส้้นต่รง AB เป็น 1:3

จำ�กั AR:RB=1:3 คืว�มื่ย�วของส่้วนของเส้้นต่รง AR ค่ือ 

AR AB= ×
−
= × =
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อย่�งไรกัต็่�มื่ เน่�องจำ�กั AR<RB จำดุ R จำง่เล่�อนในทิศท�งลบจำ�กัจำดุ A
ดังนั�น เน่�องจำ�กัจำดุ R เล่�อนออกัไป 4 ในทิศท�งลบจำ�กัจำดุ A บนส่้วนของเส้้นต่รง AB เร�จำง่ได้ R(-1)

(4) จำดุกั่�งกัล�ง M บนส่้วนของเส้้นต่รง AB

จำดุกั่�งกัล�งของส่้วนของเส้้นต่รง AB ค่ือจำดุที�แบ่งภ�ยในส่้วนของเส้้นต่รง 
AB เป็น 1:1

จำ�กั AM:MB=1:1 คืว�มื่ย�วของส่้วนของเส้้นต่รง AM ค่ือ 

AM AB= ×
+
= × =
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ดังนั�น เน่�องจำ�กัจำดุ M เล่�อนออกัไป 4 ในทิศท�งบวกัจำ�กัจำดุ A บนส่้วนของเส้้นต่รง AB เร�จำง่ได้ M(7)

เพ่ือทําความเขา้ใจวธิหีาพิกัดของจดุแบ่งภายในและจดุแบ่งภายนอกของส่วนของเส้นตรง

(1) ระยะห่างจุากัจุดุกัำาเนิด O ถึงจุดุ P(a) ค่ำอ OP=|a|
(2) ระยะห่างระหวา่ง จุดุ 2 จุดุ A(a) และ B(b) ค่ำอ AB=|b-a|
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กัารแบ่่งภายในและกัารแบ่่งภายนอกักัารแบ่่งภายในและกัารแบ่่งภายนอกักัารแบ่่งภายในและกัารแบ่่งภายนอกักัารแบ่่งภายในและกัารแบ่่งภายนอกักัารแบ่่งภายในและกัารแบ่่งภายนอกักัารแบ่่งภายในและกัารแบ่่งภายนอกักัารแบ่่งภายในและกัารแบ่่งภายนอกักัารแบ่่งภายในและกัารแบ่่งภายนอกักัารแบ่่งภายในและกัารแบ่่งภายนอกักัารแบ่่งภายในและกัารแบ่่งภายนอกักัารแบ่่งภายในและกัารแบ่่งภายนอกักัารแบ่่งภายในและกัารแบ่่งภายนอกักัารแบ่่งภายในและกัารแบ่่งภายนอกักัารแบ่่งภายในและกัารแบ่่งภายนอกั
รูปทรงและสมการ: จดุและเส้นรูปทรงและสมการ: จดุและเส้น
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บนเส้้นจำำ�นวน เม่ื่�อ จุดุ 2 จุดุ คืือ A(a) และ B(b) เช่ื่�อมต่่อกันัด้้วยส่่วนของเส้้นตรง AB แล้ว้ m:n ถูกูแบ่่งภายในด้้วย
จุดุ P และถูกูแบ่่งภายนอกด้วยจุดุ Q ในกรณีีนี้้� พิิกัดัของ P และ Q แสดงได้้ดัังต่่อไปนี้้�

สูตูรการหาจุดุแบ่่งภายนอกก็คื็ือสูตูรการหาจุดุแบ่่งภายใน แต่่ให้้แทนที่่� n ด้้วย -n

explanation

พิิกัดัของจุดุแบ่่งภายใน P
AP:PB=m:n®nAP=mPB®n(p-a)=m(b-p)®np-na=mb-mp®mp+np=na+mb

®(m+n)p=na+mb®p na mb
m n

=
+
+

พิิกัดัของจุดุแบ่่งภายนอก Q (เม่ื่�อ m>n)

AQ:QB=m:n®nAQ=mQB®n(q-a)=m(q-b)®nq-na=mq-mb®mq-nq=-na+mb

®(m-n)q=-na+mb®q na mb
m n

=
− +

−

เราจะได้้ผลลัพัธ์ท์ี่่�คล้า้ยกันัเม่ื่�อ m<n

  หาพิิกัดัของจุดุต่่อไปนี้้�บนเส้้นจำำ�นวน โดยที่่� จุดุ 2 จุดุ คืือ A(3) และ B(11) ต่่อกันัด้้วยส่่วนของเส้้นตรง AB

(1)	จุ ดุ P แบ่่งภายในส่่วนของเส้้นตรง AB เป็็น 3:1 	 (2)	จุ ดุ Q แบ่่งภายนอกส่วนของเส้้นตรง AB เป็็น 3:1

		

	 9� 15

(3)	จุ ดุ R แบ่่งภายนอกส่วนของเส้้นตรง AB เป็็น 1:3 	 (4)	จุ ดุกึ่่�งกลาง M บนส่่วนของเส้้นตรง AB
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check

บนเครื่่�องคิิดเลขวิทิยาศาสตร์ ์ให้้ใช้้ปุ่่�มกำ ำ�หนดค่่าตััวแปรเพ่ื่�อคำำ�นวณพิิกัดัของจุดุแบ่่งภายในและจุดุแบ่่งภายนอก
กด w เลืือก [Calculate (คำำ�นวณ)] กด |
ป้อนสูตูรสำำ�หรับัจุดุแบ่่งภายใน (จุดุแบ่่งภายนอก) ของส่่วนของเส้้นตรง AB

(1)	 ในหน้้าจอ VARIABLE (ตััวแปร) จากสูตูรสำำ�หรับัจุดุแบ่่งภายใน ให้้ป้อน [x=3, y=1] แล้ว้คำำ�นวณ

(2)	ด้ วยวิธิีกีารเดีียวกันั จากสูตูรสำำ�หรับัจุดุแบ่่งภายนอก ให้้ป้อน [x=3, y=-1] แล้ว้คำำ�นวณ

(3)	ด้ วยวิธิีกีารเดีียวกันั จากสูตูรสำำ�หรับัจุดุแบ่่งภายนอก ให้้ป้อน [x=1, y=-3] แล้ว้คำำ�นวณ

(4)	ด้ วยวิธิีกีารเดีียวกันั จากสูตูรสำำ�หรับัจุดุแบ่่งภายใน ให้้ป้อน [x=1, y=1] แล้ว้คำำ�นวณ

(1) - (3)

กด w เลืือก [Spreadsheet (สเปรดชีีต)] กด | แล้ว้
ล้า้งข้อ้มูลูก่อ่นหน้้าโดยการกด W
ป้อนข้อ้มูลูในตารางด้้านขวาตามลำำ�ดัับจากเซลล์ ์A1

หลังัจากป้อน [A1:3, A2:3, A3:3 และ A4:1] ตามลำำ�ดัับ
แล้ว้ ให้้กด B เลื่่�อนไปที่่� [B1]

หลังัจากป้อน [B1:11, B2:1, B3:-1 และ B4:-3] ตาม
ลำำ�ดัับแล้ว้ ให้้กด B เลื่่�อนไปที่่� [C2]

กด I เลืือก [Fill Formula (ป้้อนสููตร)] กด | หลังัจากป้อน [Form (รููปแบบ)=
(B2´$A$1+A2´$B$1) 

(A2+B2)
                                    ] แล้ว้ ให้้

กด B(*)

หลังัจากป้อน [Range (ช่่วง):C2:C4] แล้ว้ ให้้กด B เลืือก [Confirm (ยืืนยััน)] กด |
คำำ�นวณพิิกัดัของจุดุแบ่่งภายในและจุดุแบ่่งภายนอกในคอลัมัน์ C

นอกจากนี้้� ให้้เลื่่�อนไปที่่� [A1] เพ่ื่�อใช้้ในแบบฝึึกหััด
* �วิธิีปี้อน [$] (อ้า้งอิงิจากค่าสัมบูรูณ์์) ® กด T เลืือก [Spreadsheet (สเปรดชีีต)] กด | เลืือก [$] กด | 

(T|RR|)

a3q.+11q0Rq0+q.

'RRR3B$1B  `B

'RRR3$p1B  `B

'RRR1B$p3B  `B

'RRR1$1B  `B

ค่่าที่่�ป้อน (  )  
ค่่าที่่�คำำ�นวณได้้ (  )

A B C

1 3(A) 11(B)

2 3 1 (1)9

3 3 -1 (2)15

4 1 -3 (3)-1
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 ห�พิิกัดัของจำดุต่่อไปนี�บนเส้้นจำำ�นวน โดยที� จำดุ 2 จำดุ ค่ือ A(2) และ B(6) ต่่อกันัด้วยส่้วนของเส้้นต่รง AB

(1) จำดุ P แบ่งภ�ยในส่้วนของเส้้นต่รง AB เป็น 4:3  (2) จำดุ Q แบ่งภ�ยนอกัส่้วนของเส้้นต่รง AB เป็น 5:1

  

(3) จำดุ R แบ่งภ�ยนอกัส่้วนของเส้้นต่รง AB เป็น 3:5  (4) จำดุกั่�งกัล�ง M บนส่้วนของเส้้นต่รง AB
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กัด w เล่อกั [Calculate (คำำานวณ)] กัด |

(1)

(2)

(3)

(4)

กัด w เล่อกั [Spreadsheet (สเปรดชี่ต)] กัด |
ป้อนขอ้มูื่ลในตารางด้านขวาตามื่ลำาดับ่จุากัเซึ่ลล์ 
A1

สูตรกัารคำำานวณนั�นเหม่ื่อนกัับ่ในแบบฝ�กหุ้ด

ดังนั�นจุงึไม่ื่จุำาเป็็นต้องป้อนสูตร

a2q.+6q0Rq0+q.

'RRR4B$3B `B

'RRR5B$p1B `B

'RRR3B$p5B `B

'RRR1B$1B `B

ค่ำาทีั้�ป้ อน ( ) ค่ำาทีั้�คำำานวณได้ ( )

A B C

1 2(A) 6(B)

2 4 3 (1)4.2857

3 5 -1 (2)7

4 3 -5 (3)-4
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ระยะห่างระหวา่ง จุดุ 2 จุดุบ่นระนาบ่พิิกััดฉากั
ระยะห่างระหวา่ง จดุ 2 จดุ
เร�ส้�มื่�รถูห�ระยะห่�งระหว�่ง จำดุ 2 จำดุบนระน�บพิิกัดัฉ�กัได้โดยกั�รใช้ื่ส้ตู่รต่่อไปนี�

explanation

บนระน�บพิิกัดัฉ�กั มีื่จำดุ A(x1, y1) และจำดุ B(x2, y2) ซ่�งจำะได้ x1¹x2 และ 
y1¹y2

เพ่ิ�อห�จำดุ C(x2, y1) เน่�องจำ�กั VABC เป็นรปูส้�มื่เหลี�ยมื่มื่มุื่ฉ�กั 
จำ�กัทฤษฎบีทพีิท�โกัรื่สั้ เร�ส้�มื่�รถูห�อนพัุินธ์ ์
AB AC BC AB AC BC2 2 2 2 2= + → = +

และ จำ�กั AC | | ( ) ,BC | | ( )2
2 1

2
2 1

2 2
2 1

2
2 1

2= − = − = − = −x x x x y y y y
เร�จำะได้ AB AC BC ( ) ( )= + = − + −2 2

2 1
2

2 1
2x x y y

เน่�องจำ�กั ( ) { ( )} ( ) ( ) ( )x x x x x x x x2 1
2

1 2
2 2

1 2
2

1 2
21− = − − = − − = −                                                                                             

ส้�มื่�รถูลบค่ื�ของพิิกัดั A และ B ตั่วใดตั่วหน่�งออกัได้
โดยเฉพิ�ะอย่�งยิ�ง ระยะห่�งระหว�่งจำดุกัำ�เนิด O และจำดุ A(x1, y1)

ส้�มื่�รถูห�อนพัุินธ์์ได้เป็น x2=0, y2=0

จดุแบ่งภายใน/ภายนอกของส่วนของเส้นตรงบนระนาบ
เม่ื่�อ จำดุ 2 จำดุ ค่ือ A(x1, y1) และ B(x2, y2) เช่ื่�อมื่ต่่อกันัด้วยส่้วนของเส้้นต่รง AB แลว้ m:n ถูกูัแบ่งภ�ยในด้วยจำดุ P
และ m:n ถูกูัแบ่งภ�ยนอกัด้วยจำดุ Q เร�ส้�มื่�รถูห�จำดุแบ่งภ�ยในและจำดุแบ่งภ�ยนอกัได้โดยกั�รใช้ื่ส้ตู่รต่่อไปนี�

เพ่ือทําความเขา้ใจเก่ียวกับระยะห่างระหวา่งจดุ จดุแบ่งภายใน และจดุแบ่งภายนอกบนระนาบพิกัดฉาก

(1) ระยะห่างระหวา่งจุดุ A(x1, y1) และจุดุ B(x2, y2)

AB ( ) ( )= − + −x x y y2 1
2

2 1
2

(2) ระยะห่างระหวา่งจุดุกัำาเนิด O และจุดุ A(x1, y1) OA = +x y1
2

1
2

B

CA

x 1 x 2

|x 2-x 1|

|y 2-y 1|

y 1

y 2

O X

Y

C

A

x 1|x 1|

|y 1|

y 1

O X

Y

(1) พิิกััดของจุดุแบ่่งภายใน P P ,
nx mx
m n

ny my
m n

1 2 1 2+
+

+
+











(2) พิิกััดของจุดุแบ่่งภายนอกั Q Q ,
− +

−
− +

−











nx mx
m n

ny my
m n

1 2 1 2

จุดุบ่นระนาบ่ จุดุบ่นระนาบ่ ((11))
รูปทรงและสมการ: จดุและเส้นรูปทรงและสมการ: จดุและเส้น
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explanation

เราสามารถวาดเส้้นตั้้�งฉากจากจุดุ A, B และ P แต่่ละจุดุไปที่่�แกน X และ
กำำ�หนดให้้จุดุตััดกับัแกน X เป็็น A', B' และ P'

จากสมบัติิของอัตัราส่วนของเส้้นขนานต่่อส่่วนของเส้้นตรง เราจะได้้ 
A'P':B'P'=AP:BP=m:n

ดัังนั้้�น จุดุ P' จึึงแบ่่งภายในส่่วนของเส้้นตรง A'B' เป็็น m:n

พิิกัดั x ของจุดุ A', B' และ P' คืือ x1, x2 และ x ตามลำำ�ดัับ

จากสูตูรการหาจุดุแบ่่งภายในของส่่วนของเส้้นตรงบนเส้้นจำำ�นวน เรา

จะได้้ x
nx mx
m n

=
+

+
1 2

โดยการพิิจารณาจากพิิกัดั y ด้้วยวิธิีกีารเดีียวกันั เราจะได้้ y
ny my
m n

=
+

+
1 2

ดัังนั้้�น พิิกัดัของจุดุแบ่่งภายใน P คืือ P ,
nx mx
m n

ny my
m n

1 2 1 2+

+

+

+












เราสามารถหาจุดุแบ่่งภายนอกได้้ด้้วยวิธิีกีารเดีียวกันั

โดย พิิกัดัของจุดุกึ่่�งกลาง โดยที่่� m=1 และ n=1 นั้้�นหาอนุพัุันธ์์ได้้เป็็น 
x x y y1 2 1 2

2 2

+ +









,

	กำ ำ�หนดให้้จุดุ 2 จุดุ คืือ A(1, 5) และ B(4, 9) อยู่่�บนระนาบพิิกัดัฉาก จงแก้้โจทย์ต่์่อไปนี้้�
(1)	 หาระยะห่่างระหว่า่งจุดุกำำ�เนิิด O และจุดุ A 	 (2)	 หาระยะห่่างระหว่า่งจุดุ A และจุดุ B
		

	 26 � 5

(3)	 หาพกดัของจดุ P ท่ีแบ่งภายในส่วนของเส้นตรง AB 
เป็น 3:2 

(4)	 หาพกดัของจดุ Q ท่ีแบ่งภายนอกสวนของเส้นตรง 
AB เป็น 5:3

		  	

	

    14
5
37
5
,










�

  17
2
15,











(5)	 หาพิิกัดัของจุดุกึ่่�งกลาง M บนส่่วนของเส้้นตรง AB

	

	

  5
2
7,











m n

m

n B
P

A

A' P' B'O X

Y

OA = + =1 5 262 2 AB ( ) ( )= − + − = + = =4 1 9 5 9 16 25 52 2

2 1 3 4

3 2

2 5 3 9

3 2

14

5

37

5

× + ×
+

× + ×
+










=










, ,
    − × + ×

−
− × + ×

−










=










3 1 5 4

5 3

3 5 5 9

5 3

17

2
15, ,

  

1 4

2

5 9

2

5

2
7

+ +








=










, ,
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check

บนเครื่่�องคิิดเลขวิทิยาศาสตร์ ์ให้้ใช้้ปุ่่�มกำ ำ�หนดค่่าตััวแปรเพ่ื่�อคำำ�นวณพิิกัดั x และพิิกัดั y ของจุดุต่่าง ๆ
(3)	ก ด w เลืือก [Calculate (คำำ�นวณ)] กด |
ป้อนพิิกัดัของจุดุที่่�แบ่่งภายในส่่วนของเส้้นตรงเป็็น 3:2

  พิิกัดั x  '1B$4B  `B	   พิิกัดั y  '5B$9B  `B

(4)	ด้ วยวิธิีกีารเดีียวกันั ให้้ป้อนสูตูรสำำ�หรับัการแบ่่งภายนอกเป็็น 5:3 และแทนค่่าพิิกัดัของแต่่ละจุดุ

กด w เลืือก [Spreadsheet (สเปรดชีีต)] กด | แล้ว้ล้า้งข้อ้มูลูก่อ่นหน้้าโดย
การกด W
ป้อนข้อ้มูลูในตารางด้้านขวาตามลำำ�ดัับจากเซลล์ ์A1

หลังัจากป้อน [A1:1, A2:5, A3:3, A4:5 และ A5:1] ตามลำำ�ดัับแล้ว้ ให้้กด B 
เลื่่�อนไปที่่� [B1]

หลังัจากป้อน [B1:4, B2:9, B3:2, B4:-3 และ B5:1] ตามลำำ�ดัับแล้ว้ ให้้กด B 
เลื่่�อนไปที่่� [C1]

(1)	ก ด I เลืือก [Fill Formula (ป้้อนสููตร)] กด | หลังัจากป้อน [Form (รููปแบบ)= ((A ) (A ) )1 22 2+                            ] แล้ว้  
ให้้กด B
หลังัจากป้อน [Range (ช่่วง):C1:C1] แล้ว้ 
ให้้กด B เลืือก [Confirm (ยืืนยััน)] กด |
เม่ื่�อแผ่่นงานปรากฏขึ้้�น ให้้เลื่่�อนไปที่่� [C2]

(2)	ก ด I เลืือก [Fill formula (ป้้อนสููตร)] กด | หลังัจากป้อน [Form (รููปแบบ)= ((B A ) (B A ) )1 1 2 22 2− + −                                              ] 
แล้ว้ ให้้กด B
หลังัจากป้อน [Range (ช่่วง):C2:C2] แล้ว้ 
ให้้กด B เลืือก [Confirm (ยืืนยััน)] กด |
เม่ื่�อแผ่่นงานปรากฏขึ้้�น ให้้เลื่่�อนไปที่่� [C3]

(3) - (5)

	 พิิกัดั x ก ด I เลืือก [Fill Formula (ป้้อนสููตร)] กด | หลังัจากป้อน [Form (รููปแบบ)=
(B3´$A$1+A3´$B$1)

(A3+B3)
                                     ] 

แล้ว้ ให้้กด B
หลังัจากป้อน [Range (ช่่วง):C3:C5] แล้ว้ 
ให้้กด B เลืือก [Confirm (ยืืนยััน)] กด |
เม่ื่�อแผ่่นงานปรากฏขึ้้�น ให้้เลื่่�อนไปที่่� [D3]

	 พิิกัดั y ก ด I เลืือก [Fill Formula (ป้้อนสููตร)] กด | หลังัจากป้อน [Form (รููปแบบ)=
(B3´$A$2+A3´$B$2) 

(A3+B3)
                                     ] 

แล้ว้ ให้้กด B
หลังัจากป้อน [Range (ช่่วง):D3:D5] แล้ว้ 
ให้้กด B เลืือก [Confirm (ยืืนยััน)] กด |
เม่ื่�อแผ่่นงานปรากฏขึ้้�น ให้้เลื่่�อนไปที่่� [A1] เพ่ื่�อใช้้ในแบบ
ฝึึกหััด

a2q4+3q5R3+2B

ค่่าที่่�ป้อน (  ) ค่่าที่่�คำำ�นวณได้้ (  )

A B C D

1 1(Ax) 4(Bx) (1)OA

2 5(Ay) 9(By) (2)AB

3 3 2 (3)x (3)y
4 5 -3 (4)x (4)y
5 1 1 (5)x (5)y
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 กัำ�หนดให้จำดุ 2 จำดุ ค่ือ A(2, 7) และ B(6, 13) อยูบ่นระน�บพิิกัดัฉ�กั จำงแกั้โจำทยต่์่อไปนี�
(1) ห�ระยะห่�งระหว�่งจำดุกัำ�เนิด O และจำดุ A  (2) ห�ระยะห่�งระหว�่งจำดุ A และจำดุ B
  

(3) ห�พิิกัดัของจำดุ P ที�แบ่งภ�ยในส่้วนของเส้้นต่รง AB

เป็น 4:1

(4) ห�พิิกัดัของจำดุ Q ที�แบ่งภ�ยนอกัส่้วนของเส้้นต่รง 
AB เป็น 3:5

  

53

OA = + =2 7 532 2

2 13

AB ( ) ( )= − + − = +

= =

6 2 13 7 16 36

52 2 13

2 2

    26
5
59
5
,











1 2 4 6
4 1

1 7 4 13
4 1

26
5
59
5

× + ×
+

× + ×
+











=










,

,
    

(-4, -2)

− × + ×
−

− × + ×
−











= − −

5 2 3 6
3 5

5 7 3 13
3 5

4 2

,

( , )

(3) กัด w เล่อกั [Calculate (คำำานวณ)] กัด |

 พิิกััด x
'2B$6B `B

 พิิกััด y
'7B$13B `B

(4) ด้วยวธิีกีัารเดียวกััน ให้ป้อนสูตรสำาหรับั่กัารแบ่่งภายนอกัเป็็น 3:5 และแทั้นค่ำาพิิกััด
ของแต่ละจุดุ

กัด w เล่อกั [Spreadsheet (สเปรดชี่ต)] กัด |
ป้อนขอ้มูื่ลในตารางด้านขวาตามื่ลำาดับ่จุากั
เซึ่ลล์ A1

สูตรกัารคำำานวณนั�นเหม่ื่อนกัับ่ในแบบฝ�กหุ้ด
ดังนั�นจุงึไม่ื่จุำาเป็็นต้องป้อนสูตร
โป็รดทั้ราบ่วา่พิิกััดจุดุกึั�งกัลางของส่วนของเส้น
ตรง AB นั�นคำำานวณทีั้�เซึ่ลล์ C5 และ D5

aq4+4q5R4+1B

ค่ำาทีั้�ป้ อน ( ) ค่ำาทีั้�คำำานวณได้ ( )

A B C D

1 2(Ax) 6(Bx) (1)OA

2 7(Ay) 13(By) (2)AB

3 4 1 (3)x (3)y
4 3 -5 (4)x (4)y
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รูป็ทั้รงบ่นระนาบ่พิิกััดฉากั
จดุเซนทรอยด์ของรูปสามเหล่ียม
ส่้วนของเส้้นต่รงที�เช่ื่�อมื่ต่่อจำดุยอดของรปูส้�มื่เหลี�ยมื่กับัจำดุกั่�งกัล�งของ
ด้�นต่รงข�้มื่เรื่ยีกัว�่เส้นมัธยฐานของรปูส้�มื่เหลี�ยมื่ เส้้นมัื่ธยฐ�น 3 เส้้น
ของรปูส้�มื่เหลี�ยมื่มื่�บรรจำบกับัที�จำดุ 1 จำดุ ซ่�งเรื่ยีกัว�่จดุเซนทรอยด์ของรปู
ส้�มื่เหลี�ยมื่ 
จำดุเซนทรอยด์ของรปูส้�มื่เหลี�ยมื่ค่ือจำดุที�เส้้นแต่่ละเส้้นแบ่งภายในเป็น 2:1

ส้ำ�หรื่บั VABC ที�มีื่ที�มีื่จำดุยอดอยู ่3 จำดุ ค่ือ A(x1, y1), B(x2, y2) และ C(x3, y3)

เร�ส้�มื่�รถูห�พิิกัดัของจำดุเซนทรอยด์ G ได้ดังต่่อไปนี�

explanation

พิิกัดัของจำดุกั่�งกัล�ง M บนด้�น BC ค่ือ M ,
x x y y2 3 2 3

2 2

+ +










จำดุเซนทรอยด์ G แบ่งภ�ยในส่้วนของเส้้นต่รง AM เป็น 2:1

ดังนั�น พิิกัดัของจำดุเซนทรอยด์ G ค่ือ 

จดุท่ีสมมาตรกับจดุต่าง ๆ (จดุสมมาตร)

เม่ื่�อ 2 จำดุ P(p1, p2) และ Q(q1, q2) ส้มื่มื่�ต่รกับัจำดุ A(a, b) บนระน�บพิิกัดัฉ�กั พิิกัดัจำดุกั่�งกัล�ง A ของส่้วนของเส้้น
ต่รง PQ นั�นส้�มื่�รถูห�ได้ดังต่่อไปนี�

เพ่ือทําความเขา้ใจสมบัติของรูปทรงบนระนาบพิกัดฉาก

2

1

A

B C

G

พิิกััดของจุดุเซึ่นทั้รอยด์ G G ,
x x x y y y1 2 3 1 2 3

3 3

+ + + +









G ,
1 2

2
2 1

1 2
2

2 1

1
2 3

1
2 3

⋅ + ⋅
+

+

⋅ + ⋅
+

+













x
x x

y
y y



=
+ + + +









x x x y y y1 2 3 1 2 3

3 3
,

a
p q

b
p q= =

+ +1 1 2 2

2 2
,

จุดุบ่นระนาบ่ จุดุบ่นระนาบ่ ((22))
รูปทรงและสมการ: จดุและเส้นรูปทรงและสมการ: จดุและเส้น
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		กำ ำ�หนดให้้ จุดุ 3 จุดุ คืือ A(4, 8), B(2, 1) และ C(9, 3) อยู่่�บนระนาบพิิกัดัฉาก โดยที่่� G คืือจุดุเซนทรอยด์์ของ 
VABC และจุดุ D สมมาตรกับัจุดุ B รอบจุดุ A จงแก้้โจทย์ต่์่อไปนี้้�
(1)	 หาพิิกัดัของจุดุ G

� (5, 4)

(2)	 หาพิิกัดัของจุดุ D
โดยให้้พิิกัดัของจุดุ D เป็็น (x, y) แล้ว้ให้้จุดุกึ่่�งกลางของส่่วนของเส้้นตรง BD เป็็น A

ดัังนั้้�นจาก 4 2

2
8
1

2
=
+

=
+x y

,                                  เราจะได้้ x=6 และ y=15

นั่่�นคืือ D(6, 15)

� (6, 15)

check

กด w เลืือก [Spreadsheet (สเปรดชีีต)] กด | แล้ว้ล้า้งข้อ้มูลูก่อ่นหน้้าโดยการกด W

ป้อนข้อ้มูลูในตารางด้้านขวาตามลำำ�ดัับจากเซลล์ ์A1

หลังัจากป้อน [A1:4, A2:2 และ A3:9] ตามลำำ�ดัับแล้ว้ ให้้กด B เลื่่�อนไปที่่� [B1]

หลังัจากป้อน [B1:8, B2:1 และ B3:3] ตามลำำ�ดัับแล้ว้ ให้้กด B เลื่่�อนไปที่่� [A4]

(1)	ก ด I เลืือก [Fill Formula (ป้้อนสููตร)] กด | หลังัจากป้อน [Form (รููปแบบ)=
(A A A )1 2 3

3

+ +
                           ] แล้ว้  

ให้้กด B

หลังัจากป้อน [Range (ช่่วง):A4:B4] แล้ว้ 
ให้้กด B เลืือก [Confirm (ยืืนยััน)] กด |

เม่ื่�อแผ่่นงานปรากฏขึ้้�น ให้้เลื่่�อนไปที่่� [A5]

(2)	ก ด I เลืือก [Fill Formula (ป้้อนสููตร)] กด | หลังัจากป้อน [Form (รููปแบบ)=2A1-A2] ให้้กด B

หลังัจากป้อน [Range (ช่่วง):A5:B5] แล้ว้ 
ให้้กด B เลืือก [Confirm (ยืืนยััน)] กด |

เม่ื่�อแผ่่นงานปรากฏขึ้้�น ให้้เลื่่�อนไปที่่� [A1] เพ่ื่�อใช้้ใน
แบบฝึึกหััด

4 2 9

3

8 1 3

3
5 4

+ + + +








=, ( , )

ค่่าที่่�ป้อน (  )  
ค่่าที่่�คำำ�นวณได้้ (  )

A B

1 4(Ax) 8(Ay)

2 2(Bx) 1(By)

3 9(Cx) 3(Cy)

4 (1)x (1)y
5 (2)x (2)y
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  กัำ�หนดให้ จำดุ 3 จำดุ ค่ือ A(-3, 2), B(5, -1) และ C(2, 9) อยูบ่นระน�บพิิกัดัฉ�กั โดยที� G ค่ือจำดุเซนทรอยด์ของ 
VABC และจำดุ D ส้มื่มื่�ต่รกับัจำดุ C รอบจำดุ B จำงแกั้โจำทยต่์่อไปนี�
(1) ห�พิิกัดัของจำดุ G

(2) ห�พิิกัดัของจำดุ D

    4
3
10
3
,











− + + − +








=










3 5 2
3

2 1 9
3

4
3
10
3

, ,
    

ให้พิิกััดของจุดุ D เป็็น (x, y) แล้วให้จุดุกึั�งกัลางของส่วนของเส้นตรง CD เป็็น B

ดังนั�นจุากั 5 2
2

1
9
2

= + − =
+x y

,                                           เราจุะได้ x=8 และ y=-11

นั�นค่ำอ D (8, -11)
(8, -11)

กัด w เล่อกั [Spreadsheet (สเปรดชี่ต)] กัด |
ป้อนขอ้มูื่ลในตารางด้านขวาตามื่ลำาดับ่จุากัเซึ่ลล์ A1
(1)  สูตรกัารคำำานวณนั�นเหม่ื่อนกัับ่ในแบบฝ�กหุ้ด
ดังนั�นจุงึไม่ื่จุำาเป็็นต้องป้อนสูตร

(2)  ป้อน [Form (รูปแบบ)=2A2-A3], [Range (ช่่วง):A5:B5]

ลงในเซึ่ลล์ A5 ใหม่ื่อีกัคำรัั�ง

ค่ำาทีั้�ป้ อน ( )

ค่ำาทีั้�คำำานวณได้ ( )

A B

1 -3(Ax) 2(Ay)

2 5(Bx) -1(By)

3 2(Cx) 9(Cy)

4 (1)x (1)y
5 (2)x (2)y



5-3-1-4p1

สมื่กัารเส้นตรง
รูปทัว่ไปของสมการเส้นตรง
เส้้นบนระน�บพิิกัดัฉ�กัแส้ดงในรปูส้มื่กั�รเชิื่งเส้้น ax by c+ + = 0                            
(a¹0 หรื่อ่ b¹0) ของ x และ y

ห�กั b¹0 แส้ดงว�่เส้้นมีื่คืว�มื่ชัื่น -a
b
      และจำดุตั่ด -c

b

ห�กั b=0 แส้ดงว�่เส้้นตั่�งฉ�กักับัแกัน X
การหาคําตอบของสมการเส้นตรง
เส้้นบนระน�บพิิกัดัฉ�กัส้�มื่�รถูระบไุด้ด้วยคืว�มื่ชัื่นและจำดุที�เส้้นเล่�อนผ่�น ซ่�งส้�มื่�รถูห�ได้ดังต่่อไปนี�

explanation

(1) ส้ำ�หรื่บัเส้้นที�มีื่คืว�มื่ชัื่น m ส้มื่กั�รค่ือ y=mx+n

ซ่�งผ่�นจำดุ A(x1, y1) ดังนั�น y1=mx1+n, n=y1-mx1

ดังนั�น จำ�กั y=mx+y1-mx1 เร�จำะได้ y-y1=m(x-x1)

(2) คืว�มื่ชัื่น m ของเส้้นที�ผ่�นจำดุ 2 จำดุที�ต่่�งกันั A(x1, y1) และ B(x2, y2)

ค่ือ m
y y
x x

=
−

−
2 1

2 1

ดังนั�น เร�จำง่ส้�มื่�รถูใช้ื่ (1) ส้ำ�หรื่บั y y
y y
x x

x x− =
−

−
−1

2 1

2 1
1( )                                         ได้

เพ่ือทําความเขา้ใจสมการเส้นตรงบนระนาบพิกัดฉาก

กราฟของ�งก์ชันเชิงเส้น 
y=mx+n(m¹0) คือเส้นท่ีมีความชัน 
m และจดุตัด n

เม่ื่�อ x1=x2 เส้นตั�งฉากักัับ่แกัน X เป็็น x=x1

(1) เส้นทีั้�ผ่่านจุดุ A(x1, y1) ทีั้�มีื่คำวามื่ชััน m y y m x x− = −1 1( )

เม่ื่�อ x=x1 เส้นตั�งฉากักัับ่แกัน X

(2)  เส้นทีั้�ผ่่านจุดุ 2 จุดุทีั้�ต่างกััน A(x1, y1) และ B(x2, y2) ค่ำอ 

y y
y y
x x

x x− =
−
−

−1
2 1

2 1
1( )

B

A

x 1 x 2

x 2-x 1

y 2-y 1

y 1

y 2

O X

Y

สมื่กัารเส้นตรงสมื่กัารเส้นตรง
รูปทรงและสมการ: จดุและเส้นรูปทรงและสมการ: จดุและเส้น
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	 หาสมการสำำ�หรับัเส้้นต่่อไปนี้้� โดยกำำ�หนดให้้เส้้นผ่่านจุดุ A(2, 5)

(1)	 เส้้นที่่�มีีความชัน 3	  (2)	 เส้้นที่่�ตั้้�งฉากกับัแกน x
		
	 y=3x-1� x=2

	 หาสมการสำำ�หรับัเส้้นที่่�ผ่่านจุดุ 2 จุดุต่่อไปนี้้� A และ B
(1)	 A(2, 1), B(6, 9)

y x− =
−
−

−1
9 1

6 2
2( ) , y=2x-3

� y=2x-3
check

บนเครื่่�องคิิดเลขวิทิยาศาสตร์ ์ให้้ใช้้ฟังก์ชั์ันสถิิติิเพ่ื่�อแสดงเส้้นที่่�ผ่่านจุดุ 2 จุดุ
กด w เลืือก [Statistics (สถิิติิ)] กด | 
เลืือก [2-Variable (ตััวแปร)] กด |

ป้อนพิิกัดั x ของจุดุ 2 จุดุ A และ B ในคอลัมัน์ x ของตาราง และป้อนพิิกัดั y ของจุดุ 2 จุดุ A และ B ในคอลัมัน์ y 
ตามลำำ�ดัับ

กด q[ สแกนคิิวอาร์โค้้ดเพ่ื่�อแสดงกราฟ

r=1 ของ [Linear Regression (การถดถอยเชิิิ�งเส้้้�น)] แสดงว่า่นิพจน์ทางคณิตศาสตร์ถ์ูกูต้อง

(2)	 A(4, -5), B(4, 7)

x1=x2=4 ดัังนั้้�น x=4

� x=4

y-5=3(x-2), y=3x-1 ซ่ึ่�งผ่่านจุดุ A(2, 5) ดัังนั้้�น x=2

2B6BR$1B9B
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 ห�ส้มื่กั�รส้ำ�หรื่บัเส้้นต่่อไปนี� โดยกัำ�หนดให้เส้้นผ่�นจำดุ A(-3, -2)

(1) เส้้นที�มีื่คืว�มื่ชัื่น -4 (2) เส้้นที�ตั่�งฉ�กักับัแกัน x
  

 ห�ส้มื่กั�รส้ำ�หรื่บัเส้้นที�ผ่�นจำดุ 2 จำดุต่่อไปนี� A และ B
(1) A(-5, -2), B(-3, 8)

(2) A(-2, 1), B(-2, -6)

y-(-2)=-4{x-(-3)}

y=-4x-14

y=-4x-14

ซึึ่�งผ่่านจุดุ A(-3, -2) ดังนั�น x=-3

x=-3

y x− − = − −
− − −

− −( )
( )
( )

{ ( )}2
8 2
3 5

5 , y=5x+23

y=5x+23

x1=x2=-2 ดังนั�น x=-2

x=-2

นอกัจุากันี� วธิีเีป็ลี�ยนตำาแหน่งนิพิจุน์ตัวอักัษรทัั้�งหมื่ดของเส้นไป็ทั้างด้านซ้ึ่ายและ
แสดงในรูป็ ax+by+c=0 เชั่น
y=-3x+7«3x+y-7=0

y x x y= − ↔ − − =1
2

5 2 10 0
  



5-3-1-5p1

คำวามื่สัมื่พัินธีแ์บ่บ่ขนานและตั�งฉากัของเส้นตรง 2 เส้น
เง่�อนไขที�เส้้นต่รง 2 เส้้น y=m1x+n1 และ y=m2x+n2 ขน�นหรื่อ่ตั่�งฉ�กักันัมีื่ดังต่่อไปนี�

 เส้้นต่รง 2 เส้้น y=2x-5 และ y=2x+8 ทั�งส้องเส้้นมีื่คืว�มื่ชัื่น เป็น 2 ดังนั�นจำง่ขน�นกันั

เส้้นต่รง 2 เส้้น y=3x+2 และ y=-
1

3  
    x+7 ตั่�งฉ�กักันัเน่�องจำ�กัผลคืณูีของคืว�มื่ชัื่นค่ือ 3 1

3
1⋅ −










= −

  

นอกัจำ�กันี� เม่ื่�อ n1=n2 ในขอ้ ( i ) เส้้น 2 เส้้นเหม่ื่อนกันั ดังนั�นจำง่ถูอ่ว�่ขน�นกันั

 ห�ส้มื่กั�รส้ำ�หรื่บัเส้้นต่รงต่่อไปนี� โดยกัำ�หนดให้เส้้นผ่�นจำดุ A (1, 2)

(1) เส้้นต่รงขน�นกับัเส้้นต่รง y=4x-3

คืว�มื่ชัื่นของเส้้นต่รงที�ขน�นกันัเท่�กับัคืว�มื่ชัื่นของเส้้นต่รง y=4x-3 ดังนั�นคืว�มื่ชัื่นจำง่เป็น 4
เส้้นต่รงผ่�นจำดุ A(1, 2) ดังนั�นเร�ส้�มื่�รถูห�ส้มื่กั�รเส้้นต่รง y-2=4(x-1), y=4x-2

y=4x-2

(2) เส้้นต่รงตั่�งฉ�กักับัเส้้นต่รง y=4x-3

คืว�มื่ชัื่นของเส้้นต่รงที�ตั่�งฉ�กัค่ือ m ดังนั�น 4 1
1

4
m m= − = −,

  

เส้้นต่รงผ่�นจำดุ A(1, 2) ดังนั�นเร�ส้�มื่�รถูห�ส้มื่กั�รเส้้นต่รง 

y x y x− = − − = − +2
1

4
1

1

4

9

4      
( ), y x=− +1

4
9
4    

เพ่ือทําความเขา้ใจความสัมพันธแ์บบขนานและตัง้ฉากกันของเส้นตรง 2 เส้น

( i ) เส้นตรง 2 เส้นขนานกััน Û m1=m2

(ii) เส้นตรง 2 เส้นตั�งฉากักััน Û m1m2=-1

คำวามื่สัมื่พัินธีข์องเส้นตรง 22 เส้น  เส้น ((11))คำวามื่สัมื่พัินธีข์องเส้นตรง คำวามื่สัมื่พัินธีข์องเส้นตรง คำวามื่สัมื่พัินธีข์องเส้นตรง คำวามื่สัมื่พัินธีข์องเส้นตรง คำวามื่สัมื่พัินธีข์องเส้นตรง คำวามื่สัมื่พัินธีข์องเส้นตรง คำวามื่สัมื่พัินธีข์องเส้นตรง คำวามื่สัมื่พัินธีข์องเส้นตรง คำวามื่สัมื่พัินธีข์องเส้นตรง คำวามื่สัมื่พัินธีข์องเส้นตรง คำวามื่สัมื่พัินธีข์องเส้นตรง คำวามื่สัมื่พัินธีข์องเส้นตรง คำวามื่สัมื่พัินธีข์องเส้นตรง คำวามื่สัมื่พัินธีข์องเส้นตรง คำวามื่สัมื่พัินธีข์องเส้นตรง คำวามื่สัมื่พัินธีข์องเส้นตรง คำวามื่สัมื่พัินธีข์องเส้นตรง คำวามื่สัมื่พัินธีข์องเส้นตรง 
รูปทรงและสมการ: จดุและเส้นรูปทรงและสมการ: จดุและเส้น
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check

บนเครื่่�องคิิดเลขวิทิยาศาสตร์ ์ให้้ใช้้ฟังก์ชั์ันตารางเพ่ื่�อตรวจสอบความสัมพันธ์ข์อง
ตำำ�แหน่่งบนเส้้นตรง
กด w เลืือก [Table (ตาราง)] กด | แล้ว้ล้า้งข้อ้มูลูก่อ่นหน้้าโดยการกด W

กด I เลืือก [Define f(x)/g(x) (กำำ�หนดค่่า f(x)/g(x))] กด |  
เลืือก [Define f(x) (กำำ�หนดค่่า f(x))] กด |

หลังัจากป้อน f(x)=4x-2 แล้ว้ ให้้กด B

ด้้วยวิธิีกีารเดีียวกันั ให้้ป้อน g(x)=− +
1

4

9

4    
x

กด I เลืือก [Table Range (ช่่วงตาราง)] กด |

หลังัจากป้อน [Start (เริ่่�มต้้น):-1, End (สิ้้�นสุุด):2, Step (ข้ั้�น):1]  
แล้ว้ ให้้เลืือก [Execute (ดำำ�เนิินการ)] กด B

กด q[ สแกนคิิวอาร์โค้้ดเพ่ื่�อแสดงกราฟ

นอกจากนี้้� คุณุยังัสามารถใช้้ขั้้�นตอนในข้อ้ ( i ) ถึึง (iii) ต่่อไปนี้้�เพ่ื่�อเปลี่่�ยนการตั้้�ง
ค่่ากราฟที่่�แสดงได้้
( i )	 แตะแผ่่นงานฟังก์ชั์ัน แล้ว้แตะที่่�เครื่ ่�องหมายฟังก์ชั์ัน  

[Add Graph Function (เพ่ิ่�มฟัังก์์ชัันกราฟ)]

  ในแผ่่นงานฟังก์ชั์ันที่่�เพิ่่�ม ให้้ป้อน y=4x-3

(ii)	 แตะแผ่่นงานกราฟ แตะเครื่่�องหมายซููม [Zoom (ขยาย)] แตะ [Default Zoom (การซููมเริ่่�มต้้น)]

(iii)	แตะที่่�เส้้นบนแผ่่นงานกราฟ แล้ว้แตะที่่�จุดุตััดของเส้้น 2 เส้้นเพ่ื่�อแสดงพิิกัดัของจุดุตััด

ในคู่่�มืือฉบัับนี้้� เราจะดำำ�เนิินการกับักราฟต่่อใน ClassPad.net เพ่ื่�อแสดงภาพและศึึกษากราฟ

( i )

(iii)

(ii)

y x=− +
1
4

9
4    

y=4x-2

y=4x-3
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 ห�ส้มื่กั�รเส้้นต่รงต่่อไปนี� โดยกัำ�หนดให้เส้้นต่รงผ่�นจำดุ A (3, 6)

(1) เส้้นต่รง y x= − +
1

3
1

                         และเส้้นขน�น

(2) เส้้นต่รง y x= − +
1

3
1

                         และเส้้นตั่�งฉ�กั

คำวามื่ชัันของเส้นขนานเท่ั้ากัับ่คำวามื่ชัันของเส้นตรง y x=− +1
3

1                              ดังนั�นจึุงเป็็น - 1
3  

เส้นตรงผ่่านจุดุ A(3, 6) ดังนั�นเราสามื่ารถหาสมื่กัาร y x y x− =− − =− +6
1
3

3
1
3

7    
( ),

y x=− +
1
3

7
  

คำวามื่ชัันของเส้นทีั้�ตั�งฉากัค่ำอ m ดังนั�น − =− =1
3

1 3  m m,

เส้นผ่่านจุดุ A(3, 6) ดังนั�นเราสามื่ารถหาสมื่กัาร y-6=3(x-3), y=3x-3

y=3x-3

กัด w เล่อกั [Table (ตาราง)] กัด | แล้วล้างขอ้มูื่ลก่ัอนหน้าโดยกัารกัด W
กัด I เล่อกั [Define f(x)/g(x) (กำาหุนดค่ำา f(x)/g(x))] กัด |
เล่อกั [Define f(x) (กำาหุนดค่ำา f(x))] กัด |

หลังจุากัป้อน f(x)=− +1
3

7  x                  แล้ว ให้กัด B

ป้อน g(x)=3x-3 ด้วยวธิีกีัารเดียวกััน
กัด I เล่อกั [Table Range (ช่่วงตาราง)] กัด |
หลังจุากัป้อน [Start (เร่�มต้น):-1, End (ส้�นสุด):6, Step (ข้ั้�น):1]

แล้ว ให้เล่อกั [Execute (ดำาเนินการ)] กัด B
กัด q[ สแกันค้ำวอาร์โค้ำดเพ่ิ�อแสดงกัราฟ

นอกัจุากันี� ให้แตะแผ่่นงานฟังก์ัชััน และป้อน y x=− +1
3

1  
ด้วยวธิีกีัารเดียวกััน ให้แตะแผ่่นงานกัราฟ หลังจุากัตั�งค่ำากัารซูึ่มื่แล้ว แสดงพิิกััดจุดุ
ตัดของเส้นตรง 2 เส้น

y x=− +1
3

7  

y x=− +1
3

1  
y=3x-3
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ADVANCED

คำวามื่สัมื่พัินธีแ์บ่บ่ขนานและตั�งฉากัของเส้นตรง 2 เส้น (ทัั้�วไป็)
เม่ื่�อ a1b1a2b2¹0 เง่�อนไขที�เส้้นต่รง 2 เส้้น a1x+b1y+c1=0 และ a2x+b2y+c2=0 ขน�นหรื่อ่ตั่�งฉ�กักันัมีื่ดังต่่อไปนี�

explanation

โดยกั�รแกั้โจำทย ์a1x+b1y+c1=0 ส้ำ�หรื่บั y เร�จำะได้ y
a
b
x
c
b

= − −
1

1

1

1

โดยกั�รแกั้โจำทย ์a2x+b2y+c2=0 ส้ำ�หรื่บั y เร�จำะได้ y
a
b
x
c
b

= − −
2

2

2

2

ห�กัเส้้นต่รง 2 เส้้นขน�นกันั คืว�มื่ชัื่นของทั�งส้องเส้้นจำะเท่�กันั ดังนั�นจำ�กั − = −
a
b

a
b

1

1

2

2

                   เร�จำะได้ a1b2-a2b1=0

ห�กัเส้้นต่รง 2 เส้้นตั่�งฉ�กักันั ผลคืณูีคืว�มื่ชัื่นของทั�งส้องเส้้นค่ือ -1 ดังนั�นจำ�กั −










⋅ −










= −

a
b

a
b

1

1

2

2

1                                เร�จำะได้ 
a1a2+b1b2=0

 ห�ส้มื่กั�รเส้้นต่รงต่่อไปนี� โดยกัำ�หนดให้เส้้นผ่�นจำดุ A (1, 2)

(1) เส้้นต่รง 4x-y-3=0 และเส้้นขน�น
เน่�องจำ�กัสั้มื่ประสิ้ทธ์ิ�ของเส้้นขน�นนั�นได้สั้ดส่้วนกันัโดยต่รง เร�จำง่พิบว�่ส้มื่กั�รของเส้้นต่รงค่ือ 4x-y+c=0

ซ่�งผ่�นจำดุ A(1, 2) ดังนั�น 4×1-2+c=0, c=-2

นั�นค่ือ 4x-y-2=0

4x-y-2=0

(2) เส้้นตั่�งฉ�กักับัเส้้นต่รง y=4x-3

เม่ื่�อพิิจำ�รณี�สั้มื่ประสิ้ทธ์ิ�ของ x และ y ของเส้้นตั่�งฉ�กั เร�พิบว�่ส้มื่กั�รของเส้้นต่รงค่ือ x+4y+c=0

ซ่�งผ่�นจำดุ A(1, 2) ดังนั�น 1+4×2+c=0, c=-9

นั�นค่ือ x+4y-9=0

x+4y-9=0

( I ) เส้นตรง 2 เส้นขนานกััน Û a1b2-a2b1=0 (a1:b1=a2:b2)
(II) เส้นตรง 2 เส้นตั�งฉากักััน Û a1a2+b1b2=0
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 ห�ส้มื่กั�รเส้้นต่รงต่่อไปนี� โดยกัำ�หนดให้เส้้นต่รงผ่�นจำดุ A (3, 5)

(1) เส้้นต่รง 3x+2y+1=0 และเส้้นขน�น

(2) เส้้นต่รง y x= − −
3

2

1

2                            และเส้้นตั่�งฉ�กั

เน่�องจุากัสัมื่ป็ระสิทั้ธีิ �ของเส้นขนานนั�นได้สัดส่วนกัันโดยตรง เราจุงึพิบ่วา่
สมื่กัารของเส้นตรงค่ำอ 3x+2y+c=0

ซึึ่�งผ่่านจุดุ A(3, 5) ดังนั�น 3×3+2×5+c=0, c=-19
นั�นค่ำอ 3x+2y-19=0 3x+2y-19=0

เม่ื่�อพิิจุารณาสัมื่ป็ระสิทั้ธีิ �ของ x และ y ของเส้นตั�งฉากั เราพิบ่วา่สมื่กัารของเส้น
ตรงค่ำอ 2x-3y+c=0
ซึึ่�งผ่่านจุดุ A(3, 5) ดังนั�น 2×3-3×5+c=0, c=9
นั�นค่ำอ 2x-3y+9=0 2x-3y+9=0

กัด w เล่อกั [Table (ตาราง)] กัด | แล้วล้างขอ้มูื่ลก่ัอนหน้าโดยกัารกัด W
กัด I เล่อกั [Define f(x)/g(x) (กำาหุนดค่ำา f(x)/g(x))] กัด |
เล่อกั [Define f(x) (กำาหุนดค่ำา f(x))] กัด |

หลังจุากัป้อน f(x)=− +3
2

19
2  
  x                     แล้ว ให้กัด B

ด้วยวธิีกีัารเดียวกััน ให้ป้อน g(x)=
2
3

3  x
+

กัด I เล่อกั [Table Range (ช่่วงตาราง)] กัด |
หลังจุากัป้อน [Start (เร่�มต้น):-5, End (ส้�นสุด):7, Step (ข้ั้�น):1]
แล้ว ให้เล่อกั [Execute (ดำาเนินการ)] กัด B
กัด q[ สแกันค้ำวอาร์โค้ำดเพ่ิ�อแสดงกัราฟ
นอกัจุากันี� ให้แตะแผ่่นงานฟังก์ัชััน และป้อน y x=− −3

2
1
2  
  

ด้วยวธิีกีัารเดียวกััน ให้แตะแผ่่นงานกัราฟ หลังจุากัตั�งค่ำากัารซูึ่มื่แล้ว แสดง
พิิกััดจุดุตัดของเส้นตรง 2 เส้น

y x=− −3
2

1
2  
  y x=− +3

2
19
2  
  

y x= +2
3

3  
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จุดุสมื่มื่าตรรอบ่เส้นตรง
จำดุ 2 จำดุ ค่ือ A และ B จำะส้มื่มื่�ต่รกันัรอบเส้้น l เม่ื่�อขอ้ ( i ) และ (ii) ดังต่่อ
ไปนี�

 กัำ�หนดให้เส้้นต่รง l ค่ือ y=3x จำงห�พิิกัดัของจำดุ B ที�ส้มื่มื่�ต่รกับัจำดุ A(-1, 2) โดยอ�้งองิจำ�กัเส้้น l
โดยให้ (p, q) เป็นพิิกัดัของจำดุ B

คืว�มื่ชัื่นของเส้้นต่รง l ค่ือ 3 ดังนั�นคืว�มื่ชัื่นของเส้้นต่รง AB ค่ือ q
p

q
p

−
− −

=
−
+

2

1

2

1( )

AB^l ดังนั�น 3 2

1
1 3 5⋅

−
+
= − + =

q
p

p q,                                           …( i )

พิิกัดัจำดุกั่�งกัล�งของเส้้นต่รง AB ค่ือ p q− +









1

2

2

2
,

เน่�องจำ�กัพิิกัดัดังกัล�่วอยูบ่นเส้้นต่รง l เร�จำง่ส้�มื่�รถูแทนที�ใน y=3x ส้ำ�หรื่บั q p
p q

+
= ⋅

−
− =

2

2
3

1

2
3 5,                                               …(ii)

โดยกั�รแกัส้้มื่กั�ร ( i ) และ (ii) เร�จำะได้ p=2 และ q=1 ดังนั�นพิิกัดัของจำดุ B ค่ือ (2, 1)

(2, 1)

เพ่ือทําความเขา้ใจเก่ียวกับจดุสมมาตรรอบเส้นตรง

B

A

l

O X

Y

( i ) เส้น AB ตั�งฉากักัับ่เส้น l
(ii)  จุดุกึั�งกัลางของส่วนของเส้นตรง AB
อยู่บ่นเส้น l

คำวามื่สัมื่พัินธีข์องเส้นตรง 22 เส้น  เส้น ((22))คำวามื่สัมื่พัินธีข์องเส้นตรง คำวามื่สัมื่พัินธีข์องเส้นตรง คำวามื่สัมื่พัินธีข์องเส้นตรง คำวามื่สัมื่พัินธีข์องเส้นตรง คำวามื่สัมื่พัินธีข์องเส้นตรง คำวามื่สัมื่พัินธีข์องเส้นตรง คำวามื่สัมื่พัินธีข์องเส้นตรง คำวามื่สัมื่พัินธีข์องเส้นตรง คำวามื่สัมื่พัินธีข์องเส้นตรง คำวามื่สัมื่พัินธีข์องเส้นตรง คำวามื่สัมื่พัินธีข์องเส้นตรง คำวามื่สัมื่พัินธีข์องเส้นตรง คำวามื่สัมื่พัินธีข์องเส้นตรง คำวามื่สัมื่พัินธีข์องเส้นตรง คำวามื่สัมื่พัินธีข์องเส้นตรง คำวามื่สัมื่พัินธีข์องเส้นตรง คำวามื่สัมื่พัินธีข์องเส้นตรง คำวามื่สัมื่พัินธีข์องเส้นตรง 
รูปทรงและสมการ: จดุและเส้นรูปทรงและสมการ: จดุและเส้น
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check

บนเครื่่�องคิิดเลขวิทิยาศาสตร์ ์ให้้ใช้้ฟังก์ชั์ันสมการเพ่ื่�อแก้ร้ะบบสมการ และตรวจสอบ
ความสัมพันธ์เ์ชิิงตำำ�แหน่่งบนกราฟ
กด w เลืือก [Equation (สมการ)] กด |  
เลืือก [Simul Equation (ระบบสมการ)] กด |  
เลืือก [2 Unknowns (ตััวแปรท่ี่�ไม่่ทราบค่่า 2 ตััว)] กด |

ป้อน x y
x y
+ =
− =








3 5

3 5

แสดงคำำ�ตอบของระบบสมการและตรวจสอบคำำ�
ตอบดัังกล่า่ว

กด q[ สแกนคิิวอาร์โค้้ดเพ่ื่�อแสดงกราฟ
นอกจากนี้้� คุณุยังัสามารถใช้้ขั้้�นตอนในข้อ้ ( i ) และ (ii) ต่่อไปนี้้�เพ่ื่�อเปลี่่�ยนการตั้้�งค่่ากราฟที่่�แสดงได้้
( i )	 แตะแผ่่นงานกราฟ แล้ว้แตะที่่�เครื่ ่�องหมายพิิกัดั (กำำ�หนดจุุด)

(ii)	 บนแผ่่นงานพิิกัดัที่่�เพิ่่�ม ให้้ป้อน (-1, 2) และ (2, 1)

ด้้วยวิธิีกีารเดีียวกันั ให้้แตะแผ่่นงานฟังก์ชั์ัน และหลังัจากป้อน y=3x แล้ว้ ให้้ตั้้�งค่่าการซููม

1B3B5B  3Bp1B5B

BB

( i )
(ii)

x+3y=5

y=3x

3x-y=5
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 กัำ�หนดให้เส้้นต่รง l ค่ือ y=2x-5 จำงห�พิิกัดัของจำดุ B ที�ส้มื่มื่�ต่รกับัจำดุ A(4, -3) โดยอ�้งองิจำ�กัเส้้น l

ให้ (p, q) เป็็นพิิกััดของจุดุ B

คำวามื่ชัันของเส้นตรง l ค่ำอ 2 ดังนั�นคำวามื่ชัันของเส้นตรง AB ค่ำอ q
p

q
p

− −
−

=
+
−

( )3
4

3
4

AB^l ดังนั�น 2 3
4

1 2 2⋅
+
−
=− + =−q

p
p q,                                                      …( i )

พิิกััดจุดุกึั�งกัลางของเส้นตรง AB ค่ำอ 
p q+ −









4
2

3
2

,

เน่�องจุากัพิิกััดดังกัล่าวอยู่บ่นเส้นตรง l เราจุงึสามื่ารถแทั้นทีั้� ใน y=2x-5

สำาหรับั่ q p p q
−
= ⋅

+
− − =−3

2
2

4
2

5 2 1,                                                                   …(ii)

โดยกัารแก้ัสมื่กัาร ( i ) และ (ii) เราจุะได้ p q=− =−4
5

3
5    ,               

ดังนั�นพิิกััดของจุดุ B ค่ำอ − −










4
5

3
5    ,

− −










4
5

3
5    

,

กัด w เล่อกั [Equation (สมการ)] กัด | เล่อกั [Simul Equation (ระบบสมการ)]

กัด | เล่อกั [2 Unknowns (ต้วแปรท่ีไม่ทราบค่ำา 2 ต้ว)] กัด |

กัด q[ สแกันค้ำวอาร์โค้ำดเพ่ิ�อแสดงกัราฟ
นอกัจุากันี� ให้แตะแผ่่นงานกัราฟและป้อน (4, -3) และ (-0.8, -0.6) ในแผ่่นงานพิิกััด
ด้วยวธิีกีัารเดียวกััน ให้แตะแผ่่นงานฟังก์ัชััน และหลังจุากัป้อน y=2x-5 แล้ว ให้ตั�ง
ค่ำากัารซูึ่มื่

1B2Bp2B 2Bp1Bp1B

BB

x+2y=-2

2x-y=-1 y=2x-5
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คำวามื่สัมื่พัินธีข์องเส้นตรง 2 เส้นและกัารแก้ัระบ่บ่สมื่กัาร
คืว�มื่สั้มื่พัินธ์เ์ชิื่งต่ำ�แหน่งของเส้้นต่รง 2 เส้้นส้�มื่�รถูแยกัออกัได้เป็น 3 กัรณีีต่่อไปนี�ต่�มื่คืำ�ต่อบของระบบส้มื่กั�ร
ของเส้้นต่รง 2 เส้้น
( i ) เส้้นต่รง 2 เส้้นตั่ดกันัที�จำดุ 1 จำดุ Û ระบบส้มื่กั�รมีื่เพีิยง 1 คืำ�ต่อบ
( ii ) เส้้นต่รง 2 เส้้นขน�นกันั Û ระบบส้มื่กั�รไม่ื่มีื่คืำ�ต่อบ
(iii) เส้้นต่รง 2 เส้้นทับกันั Û ระบบส้มื่กั�รมีื่คืำ�ต่อบไม่ื่จำำ�กัดั

เส้้นต่รง 2 เส้้น ax+by+c=0 และ a'x+b'y+c'=0 ที�ตั่ดกันัที�จำดุ 1 จำดุนั�นแส้ดงด้วยส้มื่กั�รต่่อไปนี�

 เลอ่กัคืำ�ต่อบที�ถูกูัต้่อง ของกั�รแกัร้ะบบส้มื่กั�รในขอ้ (1) ถูง่ (3)

A…มีื่เพีิยง 1 คืำ�ต่อบเท่�นั�น   B…ไม่ื่มีื่คืำ�ต่อบ   C…มีื่คืำ�ต่อบไม่ื่จำำ�กัดั

(1)
2 5

3 7

x y
x y
+ =
− =








โดยกั�รแกัส้้มื่กั�ร 2x+y=5 ส้ำ�หรื่บั y เร�จำะได้ y=-2x+5

โดยกั�รแกัส้้มื่กั�ร 3x-y=7 ส้ำ�หรื่บั y เร�จำะได้ y=3x-7

เส้้นต่รงที�กัำ�หนดโดยส้มื่กั�ร 2 ส้มื่กั�รนั�นมีื่คืว�มื่ชัื่นต่่�งกันั เส้้นต่รงดังกัล�่วจำง่ไม่ื่ขน�นกันั
ดังนั�น ระบบส้มื่กั�รจำง่มีื่เพีิยง 1 คืำ�ต่อบเท่�นั�น

A
check

บนเคืรื่่�องคิืดเลขวทิย�ศ�ส้ต่รื่ ์ให้ใช้ื่ฟังกัชั์ื่นสมก�รเพ่ิ�อห�ว�่ระบบส้มื่กั�รมีื่คืำ�ต่อบหรื่อ่ไม่ื่
กัด w เลอ่กั [Equation (สมก�ร)] กัด | เลอ่กั [Simul Equation (ระบบสมก�ร)]

กัด | เลอ่กั [2 Unknowns (ตััวแปรทีี่�ไม่ที่ร�บค่ำ� 2 ตััว)] กัด |

เพ่ือทําความเขา้ใจสมการของเส้นตรง 2 เส้นท่ีตัดกัน

O X

Y( ii )

O X

Y(iii)

O X

Y( i )

ax+by+c+k(a'x+b'y+c')=0 (k ค่ำอค่ำาคำงตัว)

2B1B5B 3Bp1B7B BB

คำวามื่สัมื่พัินธีข์องเส้นตรง 22 เส้น  เส้น ((33))คำวามื่สัมื่พัินธีข์องเส้นตรง คำวามื่สัมื่พัินธีข์องเส้นตรง คำวามื่สัมื่พัินธีข์องเส้นตรง คำวามื่สัมื่พัินธีข์องเส้นตรง คำวามื่สัมื่พัินธีข์องเส้นตรง คำวามื่สัมื่พัินธีข์องเส้นตรง คำวามื่สัมื่พัินธีข์องเส้นตรง คำวามื่สัมื่พัินธีข์องเส้นตรง คำวามื่สัมื่พัินธีข์องเส้นตรง คำวามื่สัมื่พัินธีข์องเส้นตรง คำวามื่สัมื่พัินธีข์องเส้นตรง คำวามื่สัมื่พัินธีข์องเส้นตรง คำวามื่สัมื่พัินธีข์องเส้นตรง คำวามื่สัมื่พัินธีข์องเส้นตรง คำวามื่สัมื่พัินธีข์องเส้นตรง คำวามื่สัมื่พัินธีข์องเส้นตรง คำวามื่สัมื่พัินธีข์องเส้นตรง คำวามื่สัมื่พัินธีข์องเส้นตรง 
รูปทรงและสมการ: จดุและเส้นรูปทรงและสมการ: จดุและเส้น
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(2)	
2 3 1

4 6 3

x y
x y
− =
− =








โดยการแก้ส้มการ 2x-3y=1 สำำ�หรับั y เราจะได้้y x= −
2

3

1

3    

โดยการแก้ส้มการ 4x-6y=3 สำำ�หรับั y เราจะได้้y x= −
2

3

1

2    

เส้้นตรงที่่�กำำ�หนดโดยสมการ 2 สมการนั้้�นมีีความชันเหมืือนกันั เส้้นตรงดัังกล่า่วจึึงขนานกันั
ดัังนั้้�นระบบสมการจึึงไม่่มีีคำำ�ตอบ
� B
check

กด w เลืือก [Equation (สมการ)] กด | เลืือก [Simul Equation (ระบบสมการ)]  
กด | เลืือก [2 Unknowns (ตััวแปรท่ี่�ไม่่ทราบค่่า 2 ตััว)] กด |

คุณุสามารถยืืนยัันได้้ว่า่ระบบสมการไม่่มีีคำำ�ตอบ (ไม่่มีีคำำ�ตอบ)

(3)	
5 2 3
5

6

1

3

1

2

x y

x y

+ =

+ =







      

โดยการแก้ส้มการ 5x+2y=3 สำำ�หรับั y เราจะได้้y x= − +
5

2

3

2    

โดยการแก้ส้มการ 
5

6

1

3

1

2      
x y+ =                   สำำ�หรับั y เราจะได้้y x= − +

5

2

3

2    

สมการ 2 สมการนั้้�นเหมืือนกันั เส้้นตรง 2 เส้้นจึึงทัับกันั
ดัังนั้้�น ระบบสมการจึึงมีีคำำ�ตอบไม่่จำำ�กัดั
� C
check

กด w เลืือก [Equation (สมการ)] กด | เลืือก [Simul Equation (ระบบสมการ)]  
กด | เลืือก [2 Unknowns (ตััวแปรท่ี่�ไม่่ทราบค่่า 2 ตััว)] กด |

คุณุสามารถยืืนยัันได้้ว่า่ระบบสมการมีีคำำ�ตอบไม่่จำำ�กัดั (คำำ�ตอบไม่่จำำ�กััด)

2Bp3B1B  4Bp6B3B  B

5B2B3B  5a6B1a3B1a2B  B
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	กำ ำ�หนดให้้เส้้นตรง 2 เส้้น 2x-y-1=0 และ x-y+2=0 นั้้�นตััดกันั จงหาสมการที่่�ตรงกับัเงื่่�อนไขต่่อไปนี้้�
(1)	 ขนานกับัเส้้นตรง y=3x

โดยการแก้ ้ 2 1 0

2 0

x y
x y
− − =
− + =







                         เราจะได้้ x=3 และ y=5 ดัังนั้้�นพิิกัดัจุดุตััดของเส้้น 2 เส้้นคืือ (3, 5)

เน่ื่�องจากความชันของเส้้น y=3x คืือ 3 ความชันของเส้้นที่่�ขนานกันัจึึงเป็็น 3 ด้้วยเช่่นกันั
ดัังนั้้�น สมการของเส้้นที่่�เราหาได้้จึึงผ่่านจุดุ (3, 5) ที่่�มีีความชัน 3 ซ่ึ่�งจะได้้ y-5=3(x-3) ดัังนั้้�น y=3x-4

� y=3x-4

(2)	ผ่ านจุดุ (7, 3)

สมการของเส้้นตรงหน่ึ่�งเส้้นที่่�ผ่่านจุดุตััดของเส้้นตรง 2 เส้้น 2x-y-1=0 และ x-y+2=0 สามารถแสดงได้้ในรูปู  
2x-y-1+k(x-y+2)=0(k คืือค่่าคงตััว) 

ซ่ึ่�งผ่่านจุดุ (7, 3) ดัังนั้้�น 2×7-3-1+k(7-3+2)=0, k = − 5
3  

ดัังนั้้�น สมการของเส้้นตรงที่่�เราหาได้้คืือ 2 1
5

3
2 0x y x y− − − − + =

  
( )                                                 แล้ว้ x+2y-13=0

� x+2y-13=0

	กำ ำ�หนดให้้ระบบสมการ 
4 5 1 0

5 0

x y
ax y c
+ − =
+ + =







                             ไม่่มีีคำำ�ตอบ จงหาเงื่่�อนไขที่่�ตรงกับั a และ c

ระบบสมการไม่่มีีคำำ�ตอบเม่ื่�อเส้้นตรง 2 ที่่�แสดงโดยสมการนั้้�นขนานกันัแต่่ไม่่ทัับกันั
ดัังนั้้�น a=4 และ c¹-1

� a=4 และ c¹-1
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 เลอ่กัคืำ�ต่อบที�ถูกูัต้่อง ของกั�รแกัร้ะบบส้มื่กั�รในขอ้ (1) ถูง่ (3)

A…มีื่เพีิยง 1 คืำ�ต่อบเท่�นั�น   B…ไม่ื่มีื่คืำ�ต่อบ   C…มีื่คืำ�ต่อบไม่ื่จำำ�กัดั

(1)
5 6 2

2 3 4

x y
x y
+ =
− =








(2)
3 4 1

6 8 3

x y
x y
+ =
+ =








โดยกัารแก้ัสมื่กัาร 5x+6y=2 สำาหรับั่ y เราจุะได้ y x=− +5
6

1
3  
  

โดยกัารแก้ัสมื่กัาร 2x-3y=4 สำาหรับั่ y เราจุะได้y x= −2
3

4
3  
  

เส้นตรงทีั้�กัำาหนดโดยสมื่กัาร 2 สมื่กัารนั�นมีื่คำวามื่ชัันต่างกััน เส้นตรงดังกัล่าวจุงึไม่ื่
ขนานกััน
ดังนั�น ระบ่บ่สมื่กัารจุงึมีื่เพีิยง 1 คำำาตอบ่เท่ั้านั�น

A

กัด w เล่อกั [Equation (สมการ)] กัด | เล่อกั [Simul Equation (ระบบสมการ)]

กัด | เล่อกั [2 Unknowns (ต้วแปรท่ีไม่ทราบค่ำา 2 ต้ว)] กัด |
5B6B2B 2Bp3B4B BB

โดยกัารแก้ัสมื่กัาร 3x+4y=1 สำาหรับั่ y เราจุะได้ y x=− +
3
4

1
4  
  

โดยกัารแก้ัสมื่กัาร 6x+8y=3 สำาหรับั่ y เราจุะได้y x=− +
3
4

3
8  
  

เส้นตรงทีั้�กัำาหนดโดยสมื่กัาร 2 สมื่กัารนั�นมีื่คำวามื่ชัันเหม่ื่อนกััน เส้นตรงดังกัล่าวจุงึ
ขนานกััน
ดังนั�นระบ่บ่สมื่กัารจุงึไม่ื่มีื่คำำาตอบ่

B
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(3)	
x y
x y
− =
− =








2 3

3 6 9

	กำ ำ�หนดให้้เส้้นตรง 2 เส้้น 3x+y-2=0 และ x+y-4=0 นั้้�นตััดกันั จงหาสมการที่่�ตรงกับัเงื่่�อนไขต่่อไปนี้้�
(1)	 ขนานกับัเส้้นตรง y=2x

หารท้ั้�งสองข้า้งของสมการ 3x-6y=9 ด้้วย 3 จะได้้ x-2y=3

สมการ 2 สมการนั้้�นเหมืือนกััน เส้้น 2 เส้้นจึงึทัับกััน
ดัังนั้้�น ระบบสมการจึงึมีีคำำ�ตอบไม่่จำำ�กััด
� C

โดยการแก้้ 
3 2 0

4 0
x y
x y
+ − =
+ − =






                              เราจะได้้ x=-1 และ y=5  

ดัังนั้้�นพิิกััดจุดุตััดของเส้้นตรง 2 เส้้นคืือ (-1, 5)

เน่ื่�องจากความชัันของเส้้น y=2x คืือ 2  
ความชัันของเส้้นที่่�ขนานกัันจึึงเป็็น 2 ด้้วยเช่่นกััน
ดัังนั้้�น สมการของเส้้นที่่�เราหาได้้จึงึผ่่านจุดุ (-1, 5) ที่่�มีีความชััน 2  
ซ่ึ่�งจะได้้ y-5=2{x-(-1)}  
ดัังนั้้�น y=2x+7

� y=2x+7
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(2)	ผ่ านจุดุ (2, 8)

	กำ ำ�หนดให้้ระบบสมการ 
3 2 1 0

4 3 0

x y
ax y
+ − =
+ + =







                             มีีเพีียง 1 คำำ�ตอบเท่่านั้้�น จงหาเงื่่�อนไขที่่�ตรงกับั a

สมการของเส้้นตรงหนึ่่�งเส้้นที่่�ผ่่านจุดุตััดของเส้้นตรง 2 เส้้น 3x+y-2=0 และ 
x+y-4=0 สามารถแสดงได้้ในรููป 
3x+y-2+k(x+y-4)=0(k คืือค่่าคงตััว) 
ซ่ึ่�งผ่่านจุดุ (2, 8) ดัังนั้้�น 3×2+8-2+k(2+8-4)=0, k=-2

ดัังนั้้�น สมการของเส้้นตรงที่่�เราต้้องการหาคืือ 3x+y-2-2(x+y-4)=0  
ซ่ึ่�งจะได้้ x-y+6=0

� x-y+6=0

ระบบสมการมีีเพีียง 1 คำำ�ตอบเท่่านั้้�นเม่ื่�อเส้้น 2 เส้้นที่่�แสดงโดยสมการนั้้�นไม่่ขนาน
กััน
ดัังนั้้�น จาก 3×4-a×2¹0 เราจะได้้ a¹6

� a¹6
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ระยะห่างระหวา่งจุดุและเส้น
เม่ื่�อเร�กัำ�หนดให้ H เป็นจำดุตั่ดของเส้้นตั่�งฉ�กัที�ว�ดจำ�กัจำดุ A ไปที�เส้้น l แลว้คืว�มื่ย�ว d ของ AH นั�นจำะเรื่ยีกัว�่
ระยะห่างระหว�่งจำดุ A และเส้้นต่รง l ซ่�งเร�ส้�มื่�รถูห�ได้ดังต่่อไปนี�

explanation

โดยให้จำดุเป็น A(x1, y1) และ H(x2, y2) ซ่�งจำะได้ d x x y y= = − + −AH ( ) ( )2 1
2

2 1
2                                                        …( i )

เน่�องจำ�กัเส้้นต่รง AH ตั่�งฉ�กักับัเส้้นต่รง ax+by+c=0 เร�จำะได้ bx-ay+c'=0 …(ii)

ซ่�งผ่�นจำดุ A(x1, y1) ดังนั�นเร�จำะได้ bx1-ay1+c'=0, c'=-bx1+ay1

โดยกั�รแทนส้มื่กั�รนี�ลงในขอ้ (ii) เร�จำะได้ bx-ay-bx1+ay1=0 ดังนั�น b(x-x1)-a(y-y1)=0

เส้้นต่รง AH ผ่�น H(x2, y2) ดังนั�นเร�จำะได้ b(x2-x1)-a(y2-y1)=0 …(iii)

เน่�องจำ�กัจำดุ H(x2, y2) ค่ือจำดุบนเส้้น ax+by+c=0 เร�จำะได้ ax2+by2+c=0

โดยกั�รแปลงส้มื่กั�รนี� เร�จำะได้ a(x2-x1)+b(y2-y1)+ax1+by1+c=0 …(iv)

โดยกั�รแกัร้ะบบส้มื่กั�ร (iii) และ (iv) ส้ำ�หรื่บั x2-x1 และ y2-y1 แลว้เร�จำะได้ 

x x
a ax by c
a b

y y
b ax by c
a b

2 1
1 1

2 2 2 1
1 1

2 2
− = −

+ +

+
− = −

+ +

+

( )
,

( )

แทนที�ส้มื่กั�รเหล�่นี�ลงในขอ้ ( i ) ส้ำ�หรื่บั

d
a ax by c
a b

b ax by c
a b

= −
+ +

+












+ −

+ +

+



( ) ( )1 1

2 2

2
1 1

2 2








=

+ + +

+
=

+ +

+

2 2 2
1 1

2

2 2 2

1 1

2 2

( )( )

( )

| |a b ax by c
a b

ax by c

a b

ห�กัจำดุ A ค่ือจำดุกัำ�เนิด แลว้ x1=0 และ y1=0 ดังนั�น d c

a b
=

+

| |
2 2

เพ่ือทําความเขา้ใจเก่ียวกับระยะห่างระหวา่งจดุและเส้นตรง

H

A(x 1,y 1)

ax+by+c=0

d

O X

Y

H

ax+by+c=0

d

O X

Y

(1) d ค่ำอระยะห่างระหวา่ง A(x1, y1)
และเส้นตรง ax+by+c=0

d
ax by c

a b
=

+ +

+

| |1 1

2 2

(2) d ค่ำอระยะห่างระหวา่งจุดุกัำาเนิด O
และเส้นตรง ax+by+c=0

d c

a b
=

+

| |
2 2

ระยะห่างระหวา่งจุดุและเส้นตรงระยะห่างระหวา่งจุดุและเส้นตรงระยะห่างระหวา่งจุดุและเส้นตรงระยะห่างระหวา่งจุดุและเส้นตรงระยะห่างระหวา่งจุดุและเส้นตรงระยะห่างระหวา่งจุดุและเส้นตรงระยะห่างระหวา่งจุดุและเส้นตรงระยะห่างระหวา่งจุดุและเส้นตรง
รูปทรงและสมการ: จดุและเส้นรูปทรงและสมการ: จดุและเส้น



5-3-1-8p2

	 หาระยะห่่างระหว่า่งจุดุและเส้้นตรงต่่อไปนี้้�
(1)	จุ ดุ (2, 3) และเส้้นตรง 5x-4y+8=0

�

6 41
41

(2)	จุ ดุกำำ�เนิิดและเส้้นตรง 2x+3y-9=0

�

9 13
13

(3)	จุ ดุ (1, -5) และเส้้นตรง y=2x+3

โดยการแปลง y=2x+3 เราจะได้้ 2x-y+3=0

� 2 5  
check

บนเครื่่�องคิิดเลขวิทิยาศาสตร์ ์ให้้ใช้้ตััวแปรเพ่ื่�อคำำ�นวณระยะห่่างระหว่า่งจุดุและเส้้นตรง
กด w เลืือก [Calculate (คำำ�นวณ)] กด |

ป้อนสูตูรสำำ�หรับัระยะห่่างระหว่า่งจุดุและเส้้นตรง

(1)	 ในหน้้าจอตััวแปร ให้้ป้อน [A=5, B=-4, C=8, x=2 และ y=3] แล้ว้คำำ�นวณ

(2)	ด้ วยวิธิีกีารเดีียวกันั ให้้ป้อน [A=2, B=3, C=-9, x=0 และ y=0] แล้ว้คำำ�นวณ

(3)	ด้ วยวิธิีกีารเดีียวกันั ให้้ป้อน [A=2, B=-1, C=3, x=1 และ y=-5] แล้ว้คำำ�นวณ

d =
⋅ − ⋅ +

+ −
= =

| |

( )

5 2 4 3 8

5 4

6

41

6 41

412 2

d =
−

+
= =

| |9

2 3

9

13

9 13

132 2

d =
⋅ − ⋅ − +

+ −
= =

| ( ) |

( )

2 1 1 5 3

2 1

10

5
2 5

2 2   
  

aTRR||q4q0+q5q.+q6

Rsq4d+q5d

'5B$p4B$8BRR2B$3B  `B

'2B$3B$p9BRR0B$0B  `B

'2B$p1B$3BRR1B$p5B  `B



5-3-1-8p3

 ห�ระยะห่�งระหว�่งจำดุและเส้้นต่รงต่่อไปนี�
(1) จำดุ (-1, -3) และเส้้น 6x-3y+2=0

(2) จำดุกัำ�เนิดและเส้้นต่รง 3x+4y-10=0

(3) จำดุ (3, 4) และเส้้นต่รง y=-5x+7

  5
3

d =
⋅ − − ⋅ − +

+ −
= =

| ( ) ( ) |

( )

6 1 3 3 2

6 3

5

45

5
32 2

  

2

d =
−

+
= =

| |10

3 4

10

25
2

2 2

โดยกัารแป็ลง y=-5x+7 เราจุะได้ 5x+y-7=0

6 26
13

d =
⋅ + ⋅ −

+
= =

| |5 3 1 4 7

5 1

12

26

6 26
132 2

สูตรกัารคำำานวณนั�นเหม่ื่อนกัับ่ในแบบฝ�กหุ้ด ดังนั�นจุงึไม่ื่จุำาเป็็นต้องป้อนสูตร
(1)

(2)

(3)

'6B$p3B$2BRRp1B$p3B `B

'3B$4B$p10BRR0B$0B `B

'5B$1B$p7BRR3B$4B `B
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สมื่กัารวงกัลมื่
เร�ส้�มื่�รถูใช้ื่ส้มื่กั�รต่่อไปนี�เพ่ิ�อแส้ดงวงกัลมื่บนระน�บพิิกัดัฉ�กัได้

นอกัจำ�กันี� ในเชิื่งกัร�ฟ วงกัลมื่ (1) ค่ือวงกัลมื่ (2) ที�แปลขน�นกับั a บนแกัน X และแปลขน�นกับั b บนแกัน Y
explanation

โดยให้ (x, y) เป็นพิิกัดัของจำดุที�ไม่ื่เจำ�ะจำง P บนเส้้นรอบวง
แส้ดง CP=r ในพิิกัดัเป็น ( ) ( )x a y b r− + − =2 2

ยกักัำ�ลงัส้องทั�งส้องข�้งเพ่ิ�อจำะได้ ( ) ( )x a y b r− + − =2 2 2

ห�กัจำดุ C ค่ือจำดุกัำ�เนิด แลว้ a=0 และ b=0 ดังนั�น x y r2 2 2+ =

proof

ส้�มื่�รถูคืำ�นวณีวงกัลมื่ในเคืรื่่�องคิืดเลขวทิย�ศ�ส้ต่รื่์ได้โดยกั�รแกัส้้มื่กั�รส้ำ�หรื่บั y
x y y x2 2 2 21 1+ = = −,                                       ดังนั�น y= 1 2-x             หรื่อ่ 
y=- -1 2x
กัด w เลอ่กั [Table (ตั�ร�ง)] กัด | แลว้ล�้งขอ้มื่ลูกัอ่น
หน้�โดยกั�รกัด W
กัด I เลอ่กั [Define f(x)/g(x) (กำ�หันดค่ำ� f(x)/g(x))]

กัด | เลอ่กั [Define f(x) (กำ�หันดค่ำ� f(x))] กัด |
หลงัจำ�กัป้อน f(x)= 1 2-x            แลว้ ให้กัด B
ด้วยวธิ์กีั�รเดียวกันั ให้ป้อน g(x)=- -1 2x
กัด I เลอ่กั [Table Range (ช่ีวงตั�ร�ง)] กัด |
หลงัจำ�กัป้อน [Start (เร่�มต้ัน):-1, End (สิ�นสุด):1, Step (ขัั้�น):1] แลว้ ให้เลอ่กั [Execute (ดำ�เนินก�ร)] กัด B
กัด q[ ส้แกันคิำวอ�ร์โค้ำด เพ่ิ�อแส้ดงกัร�ฟ

เพ่ือทําความเขา้ใจสมการวงกลม

C(a ,b )

P(x ,y )

r

O X

Y(1) สมื่กัารของวงกัลมื่ทีั้�มีื่รัศัมีื่ r(r>0)
มีื่จุดุศนูย์กัลางอยู่บ่นจุดุ C(a, b)
( ) ( )x a y b r− + − =2 2 2

(2) สมื่กัารของวงกัลมื่ทีั้�มีื่รัศัมีื่ r
มีื่จุดุศนูย์กัลางอยู่บ่นจุดุกัำาเนิด O
x y r2 2 2+ =

สมื่กัารวงกัลมื่ สมื่กัารวงกัลมื่ ((11))
รูปทรงและสมการ: วงกลมรูปทรงและสมการ: วงกลม
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 ห�ส้มื่กั�รของวงกัลมื่ต่่อไปนี�
(1) จำดุศนูยก์ัล�งอยูที่�จำดุ (1, 2) และรื่ศัมีื่ค่ือ 3 (2) จำดุศนูยก์ัล�งค่ือจำดุกัำ�เนิดและรื่ศัมีื่ค่ือ   5
  

( ) ( )x y− + − =1 2 92 2 x y2 2 5+ =

 แกั้โจำทยเ์กัี�ยวกับัส้มื่กั�ร ( ) ( )x y+ + − =3 2 62 2                                     ต่่อไปนี�
(1) ส้มื่กั�รนี�แส้ดงรปูทรงใด
ซ่�งส้�มื่�รถูแปลงเป็น { ( )} ( ) ( )x y− − + − =3 2 62 2 2                                                     ได้ 
ดังนั�นจำง่เป็นวงกัลมื่ที�มีื่จำดุศนูยก์ัล�งอยูที่�จำดุ (-3, 2) และรื่ศัมีื่ค่ือ   6

วงกัลมื่ทีั้�มีื่จุดุศนูย์กัลางอยู่ทีั้�จุดุ (-3, 2) และรัศัมีื่ค่ำอ   6
(2) รปูทรงในขอ้ (1) แปลจำ�กัรปูทรงที�แส้ดงโดยส้มื่กั�ร x y2 2 6+ =                    ได้อย่�งไร

รูป็ทั้รงแป็ลขนานบ่นแกัน X กัับ่ -3 และบ่นแกัน Y กัับ่ 2

 ห�ส้มื่กั�รของวงกัลมื่ต่่อไปนี�
(1) จำดุศนูยก์ัล�งอยูที่�จำดุ (4, -5) และรื่ศัมีื่ค่ือ   2 (2) จำดุศนูยก์ัล�งค่ือจำดุกัำ�เนิดและรื่ศัมีื่ค่ือ 4
  

 แกั้โจำทยเ์กัี�ยวกับัส้มื่กั�ร ( ) ( )x y+ + + =2 5 82 2                                     ต่่อไปนี�
(1) ส้มื่กั�รนี�แส้ดงรปูทรงใด

(2) รปูทรงในขอ้ (1) แปลจำ�กัรปูทรงที�แส้ดงโดยส้มื่กั�ร x y2 2 8+ =                    ได้อย่�งไร

( ) ( ) ,( ) ( )x y x y− + − = − + − =1 2 3 1 2 92 2 2 2 2 x y x y2 2 2 2 25 5+ = + =( ) ,  

( ) ( )x y− + + =4 5 22 2

( ) { ( )} ( )

( ) ( )
x y
x y
− + − − =
− + + =
4 5 2

4 5 2

2 2 2

2 2

  

x y2 2 16+ =

x y
x y

2 2 2

2 2

4

16

+ =
+ =

ซึึ่�งสามื่ารถแป็ลงเป็็น { ( )} { ( )} ( )x y− − + − − =2 5 2 22 2 2                                                                         ได้ 
ดังนั�นจุงึเป็็นวงกัลมื่ทีั้�มีื่จุดุศนูย์กัลางอยู่ทีั้�จุดุ (-2, -5) และรัศัมีื่ค่ำอ 2 2  

วงกัลมื่ทีั้�มีื่จุดุศนูย์กัลางอยู่ทีั้�จุดุ (-2, -5) และรัศัมีื่ค่ำอ 2 2  

รูป็ทั้รงแป็ลขนานบ่นแกัน X กัับ่ -2 และบ่นแกัน Y กัับ่ -5
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รูป็แบ่บ่ทัั้�วไป็ของสมื่กัารวงกัลมื่
แปลงส้มื่กั�รวงกัลมื่ ( ) ( )x a y b r− + − =2 2 2                                      (รปูแบบมื่�ต่รฐ�นของส้มื่กั�รวงกัลมื่)

x ax a y by b r x y ax by a b r2 2 2 2 2 2 2 2 2 22 2 0 2 2 0− + + − + − = + − − + + − =,

โดยกัำ�หนดให้ − =2a l            , − =2b m               และ a b r n2 2 2+ − =                            
รปูแบบทั�วไปของส้มื่กั�รวงกัลมื่นั�นส้�มื่�รถูแส้ดงได้ดังต่่อไปนี�

รปูแบบของนิพิจำน์นี�เรื่ยีกัว�่รูปแบบทัว่ไปของสมการวงกลม
นอกัจำ�กันี� เน่�องจำ�กั r 2  >0 โดยใช้ื่ − =2a l             และ − =2b m               ใน a b r n2 2 2+ − =                            
เร�ส้�มื่�รถูแกั้โจำทยส์้ำ�หรื่บั r 2   ได้ 

ดังนั�นจำ�กั r a b n
l m

n
l m n2 2 2

2 2 2 2

2 2

4

4
= + − = −










+ −









− =

+ −
  

>> 0                                                                                                     

เร�จำะได้ l m n2 2 4 0+ − >

เม่ื่�อส้มื่กั�รวงกัลมื่นั�นถูกูักัำ�หนดโดย x y lx my n2 2 0+ + + + =                                             เร�ส้�มื่�รถูห�จำดุศนูยก์ัล�งและรื่ศัมีื่วงกัลมื่ได้
โดยการทําให้เป็นกําลังสองสมบรูณ์ เพ่ิ�อแปลงเป็น ( ) ( )x a y b r− + − =2 2 2

 ส้มื่กั�ร x y x y2 2 4 10 7 0+ − + − =                                             แส้ดงรปูทรงใด
โดยกั�รแปลงส้มื่กั�รนี� เร�จำะได้
( ) ( ) ,( ) ( )x y x y− − + + − − = − + + =2 4 5 25 7 0 2 5 62 2 2 2 2

ดังนั�น เร�จำง่ได้วงกัลมื่ที�มีื่จำดุศนูยก์ัล�งอยูที่�จำดุ (2, -5) และรื่ศัมีื่ค่ือ 6

วงกัลมื่ทีั้�มีื่จุดุศนูย์กัลางอยู่ทีั้�จุดุ (2, -5) และรัศัมีื่ค่ำอ 6
 ห�ส้มื่กั�รวงกัลมื่ที�ผ่�นจำดุ 3 จำดุ A(-4, 6), B(-5, 5) และ C(4, 2)

โดยให้ส้มื่กั�รวงกัลมื่เป็น x y lx my n2 2 0+ + + + =

ซ่�งผ่�น A(-4, 6) ดังนั�น ( ) ,− + − + + = − + + = −4 6 4 6 0 4 6 522 2 l m n l m n                                                                                       …( i )

ซ่�งผ่�น B(-5, 5) ดังนั�น ( ) ,− + − + + = − + + = −5 5 5 5 0 5 5 502 2 l m n l m n                                                                                     …(ii)

ซ่�งผ่�น C(4, 2) ดังนั�น 4 2 4 2 0 4 2 202 2+ + + + = + + = −l m n l m n,                                                                              …(iii)

โดยกั�รแกัร้ะบบส้มื่กั�ร ( i ), (ii) และ (iii) เร�จำะได้ l=2, m=-4, n=-20

ดังนั�น เร�จำง่ห�ได้ว�่ส้มื่กั�รวงกัลมื่ค่ือ x y x y2 2 2 4 20 0+ + − − =

วงกัลมื่ที�เร�ห�ได้ในส่้วนนี�เรื่ยีกัว�่วงกลมล้อมรอบของ VABC และจำดุศนูยก์ัล�งของวงกัลมื่นี�เรื่ยีกัว�่ศนูย์กลางวงล้อม
x y x y2 2 2 4 20 0+ + − − =

เพ่ือทําความเขา้ใจรูปแบบทัว่ไปของสมการวงกลม

x y lx my n2 2 0+ + + + =                                                         (เม่ื่�อ l m n2 2 4 0+ − >                                   )

การแปลงต่อไปน้ีเรยีกวา่การ
ทําให้เป็นกําลังสองสมบรูณ์

x px x p p2

2 2

2 2
+ = +










−









สมื่กัารวงกัลมื่ สมื่กัารวงกัลมื่ ((22))
รูปทรงและสมการ: วงกลมรูปทรงและสมการ: วงกลม
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check

กัด w เลอ่กั [Equation (สมก�ร)] กัด | เลอ่กั [Simul Equation (ระบบสมก�ร)]

กัด | เลอ่กั [3 Unknowns (ตััวแปรทีี่�ไม่ที่ร�บค่ำ� 3 ตััว)] กัด |

 ส้มื่กั�ร x y x y2 2 6 8 21 0+ + − + =                                             แส้ดงรปูทรงใด

 ห�ส้มื่กั�รวงกัลมื่ที�ผ่�นจำดุ 3 จำดุ A(2, 4), B(5, 3) และ C(6, 2)

p4B6B1Bp52B p5B5B1Bp50B 4B2B1Bp20B

BBB

โดยกัารแป็ลงสมื่กัารนี� เราจุะได้
( ) ( ) , ( ) ( )x y x y+ − + − − + = + + − =3 9 4 16 21 0 3 4 22 2 2 2 2

ดังนั�น เราจุงึได้วงกัลมื่ทีั้�มีื่จุดุศนูย์กัลางอยู่ทีั้�จุดุ (-3, 4) และรัศัมีื่ค่ำอ 2

 วงกัลมื่ทีั้�มีื่จุดุศนูย์กัลางอยู่ทีั้�จุดุ (-3, 4) และรัศัมีื่ค่ำอ 2

โดยให้สมื่กัารวงกัลมื่เป็็น x y lx my n2 2 0+ + + + =

ซึึ่�งผ่่าน A(2, 4) ดังนั�น 2 4 2 4 0 2 4 202 2+ + + + = + + =−l m n l m n,                                                                                            …( i )

ซึึ่�งผ่่าน B(5, 3) ดังนั�น 5 3 5 3 0 5 3 342 2+ + + + = + + =−l m n l m n,                                                                                           …(ii)

ซึึ่�งผ่่าน C(6, 2) ดังนั�น 6 2 6 2 0 6 2 402 2+ + + + = + + =−l m n l m n,                                                                                           …(iii)

โดยกัารแก้ัระบ่บ่สมื่กัาร ( i ), (ii) และ (iii) เราจุะได้ l=-4, m=2, n=-20

ดังนั�น เราจุงึหาได้วา่สมื่กัารวงกัลมื่ค่ำอ x y x y2 2 4 2 20 0+ − + − =

x y x y2 2 4 2 20 0+ − + − =

กัด w เล่อกั [Equation (สมการ)] กัด | เล่อกั [Simul Equation (ระบบสมการ)]

กัด | เล่อกั [3 Unknowns (ต้วแปรท่ีไม่ทราบค่ำา 3 ต้ว)] กัด |
2B4B1Bp20B 5B3B1Bp34B

6B2B1Bp40B BBB



5-3-2-3p1

คำวามื่สัมื่พัินธีเ์ชังิตำาแหน่งของวงกัลมื่และเส้นตรง
จดุตัดบนวงกลมและเส้นตรง
เม่ื่�อวงกัลมื่และเส้้นต่รงมีื่จำดุตั่ดกันั พิิกัดัของจำดุเหล�่นั�นค่ือร�กัจำรื่งิของระบบส้มื่กั�รของวงกัลมื่และเส้้นต่รง
จำ�กัจำำ�นวนคืำ�ต่อบของส้มื่กั�รกัำ�ลงัส้องที�ห�ได้โดยกั�รตั่ด y ออกัจำ�กัระบบส้มื่กั�รของวงกัลมื่ 
( ) ( )x a y b r− + − =2 2 2                                      และเส้้น y=mx+n เร�จำง่ทร�บขอ้มื่ลูต่่อไปนี�

ความสัมพันธเ์ชิงตําแหน่งของวงกลมและเส้นตรง
ส้�มื่�รถูใช้ื่วธิ์กีั�รต่่อไปนี�เพ่ิ�อกัำ�หนดคืว�มื่สั้มื่พัินธ์เ์ชิื่งต่ำ�แหน่งของวงกัลมื่และเส้้นต่รงได้
( i ) กัำ�หนดจำำ�นวนคืำ�ต่อบของส้มื่กั�รกัำ�ลงัส้องเพ่ิ�อห�พิิกัดัของจำดุรว่มื่
(ii) ใช้ื่ผลต่่�งของวงกัลมื่ที�มีื่รื่ศัมีื่ r และระยะห่�ง d จำ�กัจำดุศนูยก์ัล�งของวงกัลมื่ถูง่เส้้น
ขอ้มื่ลูต่่อไปนี�เป็นกั�รส้รปุคืว�มื่สั้มื่พัินธ์เ์ชิื่งต่ำ�แหน่งของวงกัลมื่และเส้้นต่รง

เพ่ือทําความเขา้ใจเก่ียวกับความสัมพันธเ์ชิงตําแหน่งของวงกลมและเส้นตรง

(i)

(ii)

(iii)
O X

Y

( i ) รากัของคำำาตอบ่ทีั้�เป็็นจุำานวนจุรังิ 2 จุำานวน
ทีั้�ต่างกััน Þ ตัดกัันทีั้�จุดุ 2 จุดุทีั้�ต่างกััน

( ii ) รากัของคำำาตอบ่ทีั้�ซึ่ำ�ากััน 
Þ เส้นสัมื่ผั่สทีั้�จุดุ 1 จุดุ

(iii) ไม่ื่มีื่รากัของคำำาตอบ่ทีั้�เป็็นจุำานวนจุรังิ 
Þ ไม่ื่มีื่จุดุตัด

คืว�มื่สั้มื่พัินธ์เ์ชิื่ง
ต่ำ�แหน่งของวงกัลมื่

และเส้้นต่รง
ตั่ดกันัที�จำดุ 2 จำดุที�ต่่�งกันั เส้้นสั้มื่ผัส้ ไม่ื่มีื่จำดุตั่ด

จำำ�นวนจำดุรว่มื่ 2 1 0

ร�กัของคืำ�ต่อบที�เป็น
จำำ�นวนจำรื่งิของระบบ

ส้มื่กั�ร
ร�กัของคืำ�ต่อบที�เป็น

จำำ�นวนจำรื่งิ 2 ร�กัที�ต่่�งกันั ร�กัของคืำ�ต่อบที�ซำ��กันั ไม่ื่มีื่ร�กัของคืำ�ต่อบที�เป็น
จำำ�นวนจำรื่งิ

เคืรื่่�องหมื่�ย
ดิส้คืรื่มิิื่แนนต์่ D D>0 D=0 D<0

ผลต่่�งของ d และ r d<r d=r d>r

r d

l

O

r
d

l

O

r
d

l

O

วงกัลมื่และเส้นตรง วงกัลมื่และเส้นตรง ((11))
รูปทรงและสมการ: วงกลมรูปทรงและสมการ: วงกลม



5-3-2-3p2

	จ งหาพิิกัดัจุดุตััดของเส้้นตรงและวงกลมด้านล่า่ง
(1)	 x y y x2 2 1 1+ = = +,

แทนที่่� (ii) ใน ( i ) สำำ�หรับั x x x x x x x2 2 21 1 2 2 0 2 1 0 0 1+ + = + = + = = −( ) , , ( ) , ,

โดยการแทนที่่�สมการนี้้�ใน (ii) เม่ื่�อ x=0 แล้ว้ y=1 และเม่ื่�อ x=-1 แล้ว้ y=0

ดัังนั้้�น พิิกัดัของจุดุตััดคืือ (0, 1) และ (-1, 0)

� (0, 1), (-1, 0)

(2)	 x y x y2 2 8 4 0+ = + − =,

โดยการแปลง (ii) และแทนที่่�ใน ( i ) เราจะได้้ x x x x x x2 2 2 24 8 2 8 8 0 2 0 2+ − + = − + = − = =( ) , ,( ) ,

โดยการแทนที่่�สมการนี้้�ใน (ii) เม่ื่�อ x=2 แล้ว้ y=2

ดัังนั้้�น พิิกัดัของจุดุตััดคืือ (2, 2)

� (2, 2)

x y
y x

2 2 1

1

+ =
= +












(i)

(ii)

x y
x y

2 2 8

4 0

+ =
+ − =












(i)

(ii)



5-3-2-3p3

 ห�จำำ�นวนจำดุตั่ดของเส้้นต่รงและวงกัลมื่ด้�นล�่ง
(1) x y y x2 2 3 3 1+ = = − +,

แทนที� (ii) ใน ( i ) ส้ำ�หรื่บั x x x x2 2 23 1 3 5 3 1 0+ − + = − − =( ) ,

โดยให้ดิส้คืรื่มิิื่แนนต์่นี�เป็น D ซ่�งจำะได้ D = − − ⋅ ⋅ − = >( ) ( )3 4 5 1 29 02

ดังนั�น วงกัลมื่และเส้้นต่รงจำง่ตั่ดกันัที�จำดุ 2 จำดุที�ต่่�งกันั
2

check

กัด w เลอ่กั [Equation (สมก�ร)] กัด | เลอ่กั [Polynomial (พิ่หุัน�ม)] กัด | เลอ่กั [ax²+bx+c] กัด |

โดยกั�รแปลง (ii) เร�จำะได้ 3x+y-1=0 …(iii)

วงกัลมื่ในขอ้ ( i ) มีื่รื่ศัมีื่   3     และพิิกัดัของจำดุศนูยก์ัล�งค่ือ (0, 0)

ระยะห่�ง d ระหว�่งจำดุ (0, 0) และเส้้นต่รงในขอ้ (iii) ค่ือ d =
−

+
=

| |1

3 1

10

102 2

r d− = − =
−

=
−

>    
3

10

10

10 3 10

10

300 10

10
0

ดังนั�น เน่�องจำ�กั d<r วงกัลมื่และเส้้นต่รงจำง่ตั่ดกันัที�จำดุ 2 จำดุที�ต่่�งกันั

x y
y x

2 2 3

3 1

+ =
= − +












(i)

(ii)

จาํนวนของคําตอบท่ีเป็นจาํนวนจรงิของสมการกําลังสอง ax bx c2 0+ + =                              สามารถ
กําหนดได้โดยใช้ดิสครมิิแนนต์ D b ac= −2 4

D>0 → มีรากของคําตอบท่ีเป็นจาํนวนจรงิ 2 รากท่ีต่างกัน (ตัดกันท่ีจดุ 2 จดุท่ีต่างกัน)

D=0 → มีรากของคําตอบท่ีซ้ํากัน (คือเส้นสัมผัส)

D<0 → ไม่มีรากของคําตอบท่ีเป็นจาํนวนจรงิ (ไม่มีจดุตัด)

5Bp3Bp1B BB



5-3-2-3p4

(2)	 x y x y2 2 10 3 10 0+ = − + =,

วงกลมในข้อ้ ( i ) มีีรัศัมีี 10      และพิิกัดัของจุดุศูนูย์ก์ลางคืือ (0, 0)

ระยะห่่าง d ระหว่า่งจุดุ (0, 0) และเส้้นตรงในข้อ้ (ii) คืือ d =
+ −

=
| |

( )

10

1 3
10

2 2

r d− = − =10 10 0

ดัังนั้้�น เน่ื่�องจาก d=r วงกลมและเส้้นตรงจึึงเป็็นเส้้นสััมผัส
� 1

(3)	 x y y x2 2 20 8+ = = − +,

แทนที่่� (ii) ใน ( i ) สำำ�หรับั x x x x2 2 28 20 8 22 0+ − + = − + =( ) ,

โดยให้้ดิิสคริมิิิแนนต์์นี้้�เป็็น D ซ่ึ่�งจะได้้ D = − − ⋅ ⋅ = − <( )8 4 1 22 24 02

ดัังนั้้�น วงกลมและเส้้นตรงจึึงไม่่มีีจุดุตััด
� 0

check

กด w เลืือก [Equation (สมการ)] กด | เลืือก [Polynomial (พหุนาม)] กด | เลืือก [ax²+bx+c] กด |

คำำ�ตอบคืือจำำ�นวนจินิตภาพเน่ื่�องจากมีหน่่วยจินิตภาพ i จึึงกล่า่วได้้ว่า่ระบบสมการไม่่มีีคำำ�ตอบที่่�เป็็นจำำ�นวนจริงิ

x y
x y

2 2 10

3 10 0

+ =
− + =












(i)

(ii)

x y
y x

2 2 20

8

+ =
= − +












(i)

(ii)

1Bp8B22B  BB



5-3-2-3p5

	จ งแก้้โจทย์ต่์่อไปนี้้�
(1)	กำ ำ�หนดให้้วงกลม x y2 2 4+ =                   และเส้้น y=-x+m มีีจุดุที่่�สััมผัสกันั จงหาค่า m

แทนที่่� (ii) ใน ( i ) สำำ�หรับั x x m x mx m2 2 2 24 2 2 4 0+ − + = − + − =( ) ,

โดยให้้ดิิสคริมิิิแนนต์์นี้้�เป็็น D ซ่ึ่�งจะได้้ D m m m
4

2 4 82 2 2= − − ⋅ − = − +( ) ( )

เน่ื่�องจากวงกลมและเส้้นนั้้�นสััมผัสกันัที่่� D=0 เราจะได้้ − + = = ±m m2 8 0 2 2,   
� m = ±2 2  

(2)	กำ ำ�หนดให้้วงกลม x y r2 2 2+ =                    และเส้้น 2x+3y+4=0 มีีจุดุที่่�สััมผัสกันั จงหาค่าของรัศัมีี r
พิิกัดัจุดุศูนูย์์กลางของวงกลมคืือ (0, 0)

ระยะห่่าง d ระหว่า่งจุดุ (0, 0) และเส้้นตรงคืือ d =
+

= =
| |4

2 3

4

13

4 13

132 2

เน่ื่�องจากวงกลมและเส้้นนั้้�นสััมผัสกันัที่่� d=r เราจะได้้ r =
4 13

13

�
r = 4 13

13

x y
y x m

2 2 4+ =
= − +












(i)

(ii)



5-3-2-3p6

 จำงห�พิิกัดัจำดุตั่ดของเส้้นต่รงและวงกัลมื่ด้�นล�่ง
(1) x y y x2 2 5 1+ = = −,

(2) x y x y2 2 50 10 0+ = + + =,

แทั้นทีั้� (ii) ใน ( i ) สำาหรับั่ 
x x x x x x x2 2 21 5 2 0 1 2 0 1 2+ − = − − = + − = =−( ) , , ( )( ) , ,

โดยกัารแทั้นทีั้�สมื่กัารนี� ใน (ii) เม่ื่�อ x=-1 แล้ว y=-2 และเม่ื่�อ x=2 แล้ว y=1

ดังนั�น พิิกััดของจุดุตัดค่ำอ (-1, -2), (2, 1)
(-1, -2), (2, 1)

x y
y x

2 2 5
1

+ =
= −












(i)
(ii)

โดยกัารแป็ลง (ii) และแทั้นทีั้� ใน ( i ) เราจุะได้ 
x x x x x x2 2 2 210 50 10 25 0 5 0 5+ − − = + + = + = =−( ) , , ( ) ,

โดยกัารแทั้นทีั้�สมื่กัารนี� ใน (ii) เม่ื่�อ x=-5 แล้ว y=-5

ดังนั�น พิิกััดของจุดุตัดค่ำอ (-5, -5) 
(-5, -5)

x y
x y

2 2 50
10 0

+ =
+ + =












(i)
(ii)



5-3-2-3p7

	 หาจำำ�นวนจุดุตััดของเส้้นตรงและวงกลมด้านล่า่ง
(1)	 x y y x2 2 6 2 3+ = = +,

(2)	 x y x y2 2 1 3 4 10 0+ = + + =,

แทนที่่� (ii) ใน ( i ) สำำ�หรับั x x x x2 2 22 3 6 5 12 3 0+ + = + + =( ) ,
โดยให้้ดิิสคริมิิิแนนต์์นี้้�เป็็น D ซ่ึ่�งจะได้้ D = − ⋅ ⋅ = >12 4 5 3 84 02

ดัังนั้้�น วงกลมและเส้้นจึงึตััดกัันที่่�จุดุ 2 จุดุที่่�ต่่างกััน
� 2

กด w เลืือก [Equation (สมการ)] กด | เลืือก [Polynomial (พหุุนาม)] กด |  
เลืือก [ax²+bx+c] กด |

x y
y x

2 2 6
2 3

+ =
= +












(i)
(ii)

5B12B3B  BB

วงกลมมีรัศัมีี 1 และพิิกััดของจุดุศูนูย์์กลางคืือ (0, 0)

ระยะห่่าง d ระหว่า่งจุดุ (0, 0) และเส้้นตรงคืือ d =
+

= =
| |10

3 4

10

25
2

2 2

r d− = − =− <1 2 1 0

ดัังนั้้�น เน่ื่�องจาก d>r วงกลมและเส้้นตรงจึงึไม่่มีีจุดุตััด
� 0



5-3-2-3p8

(3)	 x y y x2 2 10 3 10+ = = −,

	จ งแก้้โจทย์ต่์่อไปนี้้�
(1)	กำ ำ�หนดให้้วงกลม x y2 2 5+ =                   และเส้้น y=-2x+m มีีจุดุที่่�สััมผัสกันั จงหาค่า m

(2)	กำ ำ�หนดให้้วงกลม x y r2 2 2+ =                     และเส้้น 3x-2y-26=0 มีีจุดุที่่�สััมผัสกันั จงหาค่าของรัศัมีี r

แทนที่่� (ii) ใน ( i ) สำำ�หรับั x x x x2 2 23 10 10 6 9 0+ − = − + =( ) ,
โดยให้้ดิิสคริมิิิแนนต์์นี้้�เป็็น D ซ่ึ่�งจะได้้ D = − − ⋅ ⋅ =( )6 4 1 9 02

ดัังนั้้�น วงกลมและเส้้นตรงจึึงสััมผัสกััน
� 1

x y
y x

2 2 10
3 10

+ =
= −












(i)
(ii)

แทนที่่� (ii) ใน ( i ) สำำ�หรับั x x m x mx m2 2 2 22 5 5 4 5 0+ − + = − + − =( ) ,

โดยให้้ดิิสคริมิิิแนนต์์นี้้�เป็็น D ซ่ึ่�งจะได้้ 
D m m m
4

2 5 5 252 2 2= − − ⋅ − =− +( ) ( )

เน่ื่�องจากวงกลมและเส้้นตรงนั้้�นสััมผัสกัันที่่� D=0 เราจะได้้ − + = = ±m m2 25 0 5,

� m=±5

x y
y x m

2 2 5
2

+ =
=− +












(i)
(ii)

พิิกััดจุดุศูนูย์์กลางของวงกลมคืือ (0, 0)

ระยะห่่าง d ระหว่า่งจุดุ (0, 0) และเส้้นตรงคืือ d =
−

+ −
= =

| |

( )

26

3 2

26

13
2 13

2 2

เน่ื่�องจากวงกลมและเส้้นตรงนั้้�นสััมผัสกัันที่่� d=r เราจะได้้ r = 2 13

� r = 2 13



5-3-2-4p1

สมื่กัารเส้นสัมื่ผั่สวงกัลมื่
เร�ส้�มื่�รถูใช้ื่ส้มื่กั�รต่่อไปนี�เพ่ิ�อแส้ดงว�่เส้้นเป็นเส้้นสั้มื่ผัส้วงกัลมื่ได้

explanation

เส้้นสั้มื่ผัส้ผ่�นจำดุ P(x1, y1)

เน่�องจำ�กัจำดุ P(x1, y1) อยูบ่นวงกัลมื่ x y r2 2 2+ =                    เร�จำะได้ x y r1
2

1
2 2+ =

นอกัจำ�กันี� ห�กัเร�กัำ�หนดให้ m ค่ือคืว�มื่ชัื่นของเส้้นสั้มื่ผัส้ และเส้้นสั้มื่ผัส้
ตั่�งฉ�กักับัเส้้น OP แลว้เร�จำะได้

(คืว�มื่ชัื่นของเส้้น OP)×m=-1 ดังนั�น 
y
x
m m

x
y

1

1

1

1
1⋅ = − = −,

ส้มื่กั�รเส้้นสั้มื่ผัส้ค่ือ

y y
x
y
x x y y y x x x y y x x x y r− = − − − = − − + = + =1

1

1
1 1 1 1 1 1 1 1

2
1
2 2( ), ( ) ( ),

 ห�ส้มื่กั�รเส้้นสั้มื่ผัส้ที�จำดุ P บนเส้้นรอบวง ต่�มื่ที�แส้ดงด้�นล�่ง
(1) วงกัลมื่ x y2 2 25+ =                     และจำดุ P(3, 4)

ส้มื่กั�รเส้้นสั้มื่ผัส้ที�เร�ห�ได้ค่ือ 3x+4y=25
3x+4y=25

การทําความเขา้ใจสมการเส้นสัมผัสบนวงกลม

(1) สมื่กัารสำาหรับั่เส้นสัมื่ผั่สทีั้�จุดุ P(x1, y1)  บ่นวงกัลมื่ 

x x y y r1 1
2+ =

(2) สมื่กัารสำาหรับั่เส้นสัมื่ผั่สทีั้�จุดุ P(x1, y1) บ่นวงกัลมื่ 
( ) ( )x a y b r− + − =2 2 2

( )( ) ( )( )x a x a y b y b r1 1
2− − + − − =

x y r2 2 2+ =

O(0,0)

P(x 1,y 1)

X

Y

วงกัลมื่และเส้นตรง วงกัลมื่และเส้นตรง ((22))
รูปทรงและสมการ: วงกลมรูปทรงและสมการ: วงกลม
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(2) วงกัลมื่ x y2 2 4+ =                   และจำดุ P(-2, 0)

ส้มื่กั�รเส้้นสั้มื่ผัส้ที�เร�ห�ได้ค่ือ -2x+0×y=4, x=-2

x=-2

(3) วงกัลมื่ ( ) ( )x y− + − =1 2 102 2                                      และจำดุ P(2, 5)

ส้มื่กั�รเส้้นสั้มื่ผัส้ที�เร�ห�ได้ค่ือ (2-1)(x-1)+(5-2)(y-2)=10, x+3y-17=0

x+3y-17=0

 ห�ส้มื่กั�รเส้้นสั้มื่ผัส้ที�จำดุ P บนเส้้นรอบวง ต่�มื่ที�แส้ดงด้�นล�่ง
(1) วงกัลมื่ x y2 2 40+ =                     และจำดุ P(2, 6)

(2) วงกัลมื่ x y2 2 9+ =                   และจำดุ P(0, -3)

(3) วงกัลมื่ ( ) ( )x y+ + − =5 7 132 2                                       และจำดุ P(-3, 4)

สมื่กัารเส้นสัมื่ผั่สทีั้�เราหาได้ค่ำอ 2x+6y=40

2x+6y=40

สมื่กัารเส้นสัมื่ผั่สทีั้�เราหาได้ค่ำอ 0×x-3y=9, y=-3 

y=-3

สมื่กัารเส้นสัมื่ผั่สทีั้�เราหาได้ค่ำอ (-3+5)(x+5)+(4-7)(y-7)=13, 2x-3y+18=0

2x-3y+18=0
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คำวามื่สัมื่พัินธีเ์ชังิตำาแหน่งของวงกัลมื่ 2 วง
เร�ส้�มื่�รถูจำำ�แนกัรื่ศัมีื่ r1 และ r2 (r1>r2) ของวงกัลมื่ 2 วงและระยะห่�ง d ระหว�่งจำดุศนูยก์ัล�ง 2 จำดุของวงกัลมื่ได้
ดังต่่อไปนี�

 กัำ�หนดคืว�มื่สั้มื่พัินธ์เ์ชิื่งต่ำ�แหน่งของวงกัลมื่ 2 วงด้�นล�่ง
(1) วงกัลมื่ x y2 2 9+ =                    …( i ) และวงกัลมื่ ( ) ( )x y+ + − =4 3 42 2                                      …(ii)

วงกัลมื่ ( i ) มีื่จำดุศนูยก์ัล�งอยูที่�จำดุกัำ�เนิดและรื่ศัมีื่ค่ือ r1=3 และวงกัลมื่ (ii) มีื่จำดุศนูยก์ัล�งอยูที่�จำดุ (-4, 3) และ
รื่ศัมีื่ค่ือ r2=2

ระยะห่�งระหว�่งจำดุศนูยก์ัล�งของวงกัลมื่ 2 วงค่ือ d = − + =( )4 3 52 2

ผลรวมื่ของรื่ศัมีื่วงกัลมื่ 2 เส้้นค่ือ r1+r2=3+2=5

ดังนั�น เน่�องจำ�กั d=r1+r2 วงกัลมื่ 2 วงจำง่สั้มื่ผัส้กันัภ�ยนอกั
วงกัลมื่ 2 วงสัมื่ผั่สกัันภายนอกั

การทําความเขา้ใจเก่ียวกับความสัมพันธเ์ชิงตําแหน่งของวงกลม 2 วง

(1) d>r1+r2 (2) d=r1+r2 (3) r1-r2<d<r1+r2 (4) d=r1-r2 (5) d<r1-r2

วงกัลมื่อยูน่อกัวงกัลมื่
อกีัวงหน่�ง

วงกัลมื่สั้มื่ผัส้กันั
ภ�ยนอกั

วงกัลมื่ตั่ดกันัที�จำดุ 2
จำดุที�ต่่�งกันั

วงกัลมื่สั้มื่ผัส้กันั
ภ�ยใน

วงกัลมื่อยู่ในวงกัลมื่
อกีัวงหน่�ง

d

r 1
r 2

d

r 1
r 2

d

r 1
r 2

d

r 1

r 2

d

r 1
r 2

วงกัลมื่ วงกัลมื่ 22 วง  วง ((11))
รูปทรงและสมการ: วงกลมรูปทรงและสมการ: วงกลม
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(2)	 วงกลม x y2 2 40+ =                       …( i ) และวงกลม ( ) ( )x y− + + =3 1 102 2                                        …(ii)

วงกลม ( i ) มีีจุดุศูนูย์ก์ลางอยู่่�ที่่�จุดุกำำ�เนิิดและรัศัมีีคืือ r1= 40 2 10=                    และวงกลม (ii) มีีจุดุศูนูย์ก์ลางอยู่่�ที่่�จุดุ  
(3, -1) และรัศัมีีคืือ r2= 10

ระยะห่่างระหว่า่งจุดุศูนูย์ก์ลางของวงกลม 2 วงคืือ d = + − =3 1 102 2( )

ผลต่่างของรัศัมีีวงกลม 2 เส้้นคืือ r1-r2=2 10 10 10− =

ดัังนั้้�น เน่ื่�องจาก d=r1-r2 วงกลม 2 วงจึึงสััมผัสกันัภายใน
� วงกลม 2 วงสัมผสกันภายใน

(3)	 วงกลม x y2 2 4+ =                     …( i ) และวงกลม ( ) ( )x y+ + − =1 3 12 2                                     …(ii)

วงกลม ( i ) มีีจุดุศูนูย์ก์ลางอยู่่�ที่่�จุดุกำำ�เนิิดและรัศัมีีคืือ r1=2 และวงกลม (ii) มีีจุดุศูนูย์ก์ลางอยู่่�ที่่�จุดุ (-1, 3) และ
รัศัมีีคืือ r2=1

ระยะห่่างระหว่า่งจุดุศูนูย์ก์ลางของวงกลม 2 วงคืือ d = − + =( )1 3 102 2

ผลรวมของรัศัมีีวงกลม 2 เส้้นคืือ r1+r2=2+1=3

ดัังนั้้�น เน่ื่�องจาก d>r1+r2 วงกลม (ii) จึึงอยู่่�นอกวงกลม ( i )

� วงกลม (ii) อยู่่�นอกวงกลม ( i )

	 หาสมการวงกลมที่่�มีีจุดุศูนูย์ก์ลางอยู่่�ที่่� (3, 6) และสััมผัสกันัที่่�ภายนอกวงกลม x y2 2 5+ =

โดยให้้ r2 เป็็นรัศัมีีวงกลมที่่�ต้้องการหา
วงกลม x y2 2 5+ =                   มีีจุดุศูนูย์ก์ลางที่่�จุดุกำำ�เนิิดและรัศัมีีคืือ r1=   5

ระยะห่่างระหว่า่งจุดุศูนูย์ก์ลางของวงกลม 2 วงคืือ d = + = =32 26 45 3 5  

กำำ�หนดให้้วงกลม 2 วงสััมผัสกันัภายนอก d=r1+r2 ดัังนั้้�นเราจะได้้ 3 5 5 2 52 2      = + =r r, 
ดัังนั้้�น เราจึึงหาได้้ว่า่สมการวงกลมคืือ ( ) ( ) ( )x y− + − = =3 6 2 5 202 2 2  

�
( ) ( )x y− + − =3 6 202 2
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 กัำ�หนดคืว�มื่สั้มื่พัินธ์เ์ชิื่งต่ำ�แหน่งของวงกัลมื่ 2 วงด้�นล�่ง
(1) วงกัลมื่ x y2 2 16+ =                     …( i ) และวงกัลมื่ ( ) ( )x y− + + =4 3 12 2                                    …(ii)

(2) วงกัลมื่ x y2 2 4+ =                   …( i ) และวงกัลมื่ ( ) ( )x y+ + − =2 1 252 2                                      …(ii)

วงกัลมื่ ( i ) มีื่จุดุศนูย์กัลางอยู่ทีั้�จุดุกัำาเนิดและรัศัมีื่ค่ำอ r1=4 และวงกัลมื่ (ii) มีื่
จุดุศนูย์กัลางอยู่ทีั้�จุดุ (4, -3) และรัศัมีื่ค่ำอ r2=1

ระยะห่างระหวา่งจุดุศนูย์กัลางของวงกัลมื่ 2 วงค่ำอ d = + − =4 3 52 2( )

ผ่ลรวมื่ของรัศัมีื่วงกัลมื่ 2 เส้นค่ำอ r1+r2=4+1=5

ดังนั�น เน่�องจุากั d=r1+r2 วงกัลมื่ 2 วงจุงึสัมื่ผั่สกัันภายนอกั
 วงกัลมื่ 2 วงสัมื่ผั่สกัันภายนอกั

วงกัลมื่ ( i ) มีื่จุดุศนูย์กัลางอยู่ทีั้�จุดุกัำาเนิดและรัศัมีื่ค่ำอ r1=2 และวงกัลมื่ (ii) มีื่
จุดุศนูย์กัลางอยู่ทีั้�จุดุ (-2, 1) และรัศัมีื่ค่ำอ r2=5

ระยะห่างระหวา่งจุดุศนูย์กัลางของวงกัลมื่ 2 วงค่ำอ d = − + =( )2 1 52 2   
ผ่ลต่างของรัศัมีื่วงกัลมื่ 2 เส้นค่ำอ r2-r1=5-2=3

ดังนั�น เน่�องจุากั d<r2-r1 วงกัลมื่ ( i ) จุงึอยู่ด้านในวงกัลมื่ (ii)
 วงกัลมื่ (i) อยู่ด้านในวงกัลมื่ (ii)
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(3)	 วงกลม x y2 2 9+ =                     …( i ) และวงกลม ( ) ( )x y− + − =1 2 12 2                                     …(ii)

	 หาสมการวงกลมที่่�มีีจุดุศูนูย์ก์ลางอยู่่�ที่่� (-3, -4) และสััมผัสกันัที่่�ภายนอกวงกลม x y2 2 1+ =

วงกลม ( i ) มีีจุดุศูนูย์์กลางอยู่่�ที่่�จุดุกำำ�เนิิดและรัศัมีีคืือ r1=3 และวงกลม (ii) (1, 2) 
และรัศัมีีคืือ r2=1

ระยะห่่างระหว่า่งจุดุศูนูย์์กลางของวงกลม 2 วงคืือ d = + =1 2 52 2   
ผลต่่างของรัศัมีีวงกลม 2 เส้้นคืือ r1-r2=3-1=2

ผลรวมของรัศัมีีวงกลม 2 เส้้นคืือ r1+r2=3+1=4

ดัังนั้้�น เน่ื่�องจาก r1-r2<d<r1+r2 จึงึตััดกัันที่่�จุดุ 2 จุดุที่่�ต่่างกััน
� วงกลม 2 วงตััดกัันที่่�จุดุ 2 จุดุที่่�ต่่างกััน

โดยให้้ r2 เป็็นรัศัมีีวงกลมที่่�ต้้องการหา
วงกลม x y2 2 1+ =                      มีีจุดุศูนูย์์กลางที่่�จุดุกำำ�เนิิดและรัศัมีีคืือ r1=1

ระยะห่่างระหว่า่งจุดุศูนูย์์กลางของวงกลม 2 วงคืือ d = − + − =( ) ( )3 4 52 2

กำำ�หนดให้้วงกลม 2 วงสััมผัสกัันภายนอก แล้้ว d=r1+r2 เราจะได้้ 5=1+r2 ดัังนั้้�น r2=4 
ดัังนั้้�น เราจึงึหาได้้ว่า่สมการวงกลมคืือ ( ) ( )x y+ + + = =3 4 4 162 2 2

� ( ) ( )x y+ + + =3 4 162 2
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วงกัลมื่หรัอ่เส้นทีั้�ผ่่านจุดุตัดของวงกัลมื่ 2 วง
เม่ื่�อวงกัลมื่ 2 วงมีื่จำดุรว่มื่กันั พิกัดของจดุรว่มค่ือรากของคําตอบท่ีเป็นจาํนวนจรงิของงระบบสมการของวงกัลมื่ 2 วง
กัำ�หนดให้วงกัลมื่ 2 วง x y l x m y n2 2

1 1 1+ + + +                                         …( i ) และ x y l x m y n2 2
2 2 2+ + + +                                         …(ii) ซ่�งตั่ดกันัที�จำดุ 2 จำดุ 

วงกัลมื่หรื่อ่เส้้นต่รงที�ผ่�นจำดุตั่ดของวงกัลมื่ 2 วง ( i ) และ (ii) ส้�มื่�รถูแส้ดงได้โดยใช้ื่ส้มื่กั�รต่่อไปนี�

 แกั้โจำทยเ์กัี�ยวกับัวงกัลมื่ 2 วง x y2 2 25+ =                     …( i ) และ ( ) ( )x y− + − =4 3 22 2                                     …(ii) ต่่อไปนี�
(1) ห�ส้มื่กั�รส้ำ�หรื่บัเส้้นต่รงที�ผ่�นจำดุตั่ด 2 จำดุของวงกัลมื่ 2 วง
กัำ�หนดให้ k ค่ือค่ื�คืงตั่ว แลว้ ( ) {( ) ( ) }x y k x y2 2 2 225 4 3 2 0+ − + − + − − =                                                                             …(iii) แส้ดงรปูทรงที�ผ่�นจำดุตั่ด
ของวงกัลมื่ 2 วง
กัำ�หนดให้ (iii) ค่ือเส้้นต่รง และสั้มื่ประสิ้ทธ์ิ�ของพิจำน์ x y2 2,         ค่ือ 0 แลว้ k=-1

แทนที�ส้มื่กั�รนี�ในขอ้ (iii) และเร�ส้�มื่�รถูเรื่ยีงใหม่ื่ได้
( ) {( ) ( ) } ,( ) ( )x y x y x y x y x y2 2 2 2 2 2 2 225 4 3 2 0 25 8 6 23+ − − − + − − = + − − + − − + == + − =0 4 3 24 0, x y

4x+3y-24=0

(2) ห�ส้มื่กั�รส้ำ�หรื่บัเส้้นต่รงที�ผ่�นจำดุตั่ด 2 จำดุของวงกัลมื่ 2 วงและจำดุ (3, 1)

เน่�องจำ�กั (iii) ผ่�นจำดุ (3, 1) และโดยกั�รแทนที� x=3 และ y=1 ใน (iii) เร�จำะได้ -15+k×3=0, k=5

แทนที�ส้มื่กั�รนี�ในขอ้ (iii) และเร�ส้�มื่�รถูเรื่ยีงใหม่ื่ได้

( ) {( ) ( ) } , ,x y x y x y x y x y2 2 2 2 2 2 2 225 5 4 3 2 0 6 6 40 30 90 0+ − + − + − − = + − − + = + −− − + =
  20
3

5 15 0x y

x y x y2 2 20
3

5 15 0+ − − + =  

การทําความเขา้ใจเก่ียวกับรูปทรงท่ีผ่านจดุตัดของวงกลม 2 วง

(k ค่ำอค่ำาคำงตัว)

( ) ( )x y l x m y n x y l x m y nk2 2
1 1 1

2 2
2 2 2 0+ + + + + + + + + =

วงกัลมื่ วงกัลมื่ 22 วง  วง ((22))
รูปทรงและสมการ: วงกลมรูปทรงและสมการ: วงกลม
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 แกั้โจำทยเ์กัี�ยวกับัวงกัลมื่ 2 วง x y2 2 5+ =                    …( i ) และ ( ) ( )x y+ + + =2 2 92 2                                     …(ii) ต่่อไปนี�
(1) ห�ส้มื่กั�รส้ำ�หรื่บัเส้้นต่รงที�ผ่�นจำดุตั่ด 2 จำดุของวงกัลมื่ 2 วง

(2) ห�ส้มื่กั�รส้ำ�หรื่บัเส้้นต่รงที�ผ่�นจำดุตั่ด 2 จำดุของวงกัลมื่ 2 วงและจำดุ (-2, -2)

กัำาหนดให้ k ค่ำอค่ำาคำงตัว แล้ว ( ) {( ) ( ) }x y k x y2 2 2 25 2 2 9 0+ − + + + + − =                                                                                        …(iii)

แสดงรูป็ทั้รงทีั้�ผ่่านจุดุตัดของวงกัลมื่ 2 วง
กัำาหนดให้ (iii) ค่ำอเส้นตรง และสัมื่ป็ระสิทั้ธีิ �ของพิจุน์ x y2 2,          ค่ำอ 0 แล้ว k=-1

แทั้นทีั้�สมื่กัารนี� ในขอ้ (iii) และเราสามื่ารถเรัยีงใหม่ื่ได้

x+y+1=0

( ) {( ) ( ) }

( ) ( ) ,

x y x y
x y x y x y x

2 2 2 2

2 2 2 2

5 2 2 9 0

5 4 4 1 0

+ − − + + + − =
+ − − + + + − = ++ + =y 1 0

เน่�องจุากั (iii) ผ่่านจุดุ (-2, -2) และโดยกัารแทั้นทีั้� x=-2 และ y=-2 ใน (iii) เรา

จุะได้ 3+k×(-9)=0, k = 1
3  

แทั้นทีั้�สมื่กัารนี� ในขอ้ (iii) และเราสามื่ารถเรัยีงใหม่ื่ได้

x y x y2 2 4 0+ + + − =

( ) {( ) ( ) }

,

x y x y

x y x y x y

2 2 2 2

2 2 2 2

5
1
3

2 2 9 0

4 4 4 4 16 0

+ − + + + + − =

+ + + − = + +
  

xx y+ − =4 0
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โลไคำ
เซต่ของจำดุทั�งหมื่ดที�ต่รงกับัเง่�อนไขอย่�งใดอย่�งหน่�งเพ่ิ�อนิย�มื่รปูร�่งจำะเรื่ยีกัว�่โลไคของจำดุที�ต่รงกับัเง่�อนไขเหล�่
นั�น เร�ใช้ื่ขั�นต่อนต่่อไปนี�เพ่ิ�อห�โลไคื

 ห�โลไคืของจำดุ P ที�มีื่ระยะห่�งเท่�กันัจำ�กัจำดุ 2 จำดุ A(-1, 2) และ B(3, -4)

โดยให้ (x, y) เป็นพิิกัดัของจำดุ P
เน่�องจำ�กัจำดุ P มีื่ระยะห่�งเท่�กันัจำ�กัจำดุ 2 จำดุ A และ B เร�จำง่ทร�บว�่ AP=BP

โดยเฉพิ�ะอย่�งยิ�ง AP BP2 2=              …( i )

AP ( ) ( )2 2 2 2 21 2 2 4 5= + + − = + + − +x y x y x y

BP ( ) ( )2 2 2 2 23 4 6 8 25= − + + = + − + +x y x y x y

โดยกั�รแทนที�ส้มื่กั�รนี�ใน ( i ) เร�จำะได้
x y x y x y x y x y x y2 2 2 22 4 5 6 8 25 8 12 20 0 2 3 5 0+ + − + = + − + + − − = − − =, ,

ดังนั�น จำดุ P จำง่อยูบ่นเส้้น 2x-3y-5=0 …(ii)

ในท�งกัลบักันั จำดุ P(x, y) บนเส้้น (ii) นั�นต่รงกับัเง่�อนไข
ดังนั�น โลไคืของจำดุ P ค่ือเส้้น 2x-3y-5=0

เส้น 2x-3y-5=0

การทําความเขา้ใจโลไคและวธิหีาโลไค

(1) แสดงเง่�อนไขสำาหรับั่จุดุ P ในสูตรสำาหรับั่ x และ y โดยทีั้�พิิกััดของ
จุดุ P ทีั้�ตรงกัับ่เง่�อนไขก็ัค่ำอ (x, y)

(2) หารูป็ทั้รงทีั้�แสดงโดยสูตรในขอ้ (1)

(3) ย่นยันวา่จุดุ P บ่นรูป็ทั้รงทีั้�หาได้นั�นตรงกัับ่เง่�อนไขทีั้�กัำาหนด

โลไคำและสมื่กัาร ((11))โลไคำและสมื่กัาร โลไคำและสมื่กัาร โลไคำและสมื่กัาร โลไคำและสมื่กัาร โลไคำและสมื่กัาร โลไคำและสมื่กัาร โลไคำและสมื่กัาร โลไคำและสมื่กัาร โลไคำและสมื่กัาร โลไคำและสมื่กัาร โลไคำและสมื่กัาร โลไคำและสมื่กัาร โลไคำและสมื่กัาร โลไคำและสมื่กัาร โลไคำและสมื่กัาร 
รูปทรงและสมการ: โลไคและโดเมนรูปทรงและสมการ: โลไคและโดเมน
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 ห�โลไคืของจำดุ P ที�มีื่ระยะห่�งเท่�กันัจำ�กัจำดุ 2 จำดุ A (-2, -3) และ B(1, 4)

โดยให้ (x, y) เป็็นพิิกััดของจุดุ P
เน่�องจุากัจุดุ P มีื่ระยะห่างเท่ั้ากัันจุากัจุดุ 2 จุดุ A และ B เราจุงึทั้ราบ่วา่ AP=BP

โดยเฉพิาะอย่างยิ�ง AP BP2 2=              …( i )

AP ( ) ( )2 2 2 2 22 3 4 6 13= + + + = + + + +x y x y x y
BP ( ) ( )2 2 2 2 21 4 2 8 17= − + − = + − − +x y x y x y
โดยกัารแทั้นทีั้�สมื่กัารนี� ใน ( i ) เราจุะได้
x y x y x y x y x y x y2 2 2 24 6 13 2 8 17 6 14 4 0 3 7 2 0+ + + + = + − − + + − = + − =, ,

ดังนั�น จุดุ P จุงึอยู่บ่นเส้น 3x+7y-2=0 …(ii)

ในทั้างกัลับ่กััน จุดุ P(x, y) บ่นเส้น (ii) นั�นตรงกัับ่เง่�อนไข
ดังนั�น โลไคำของจุดุ P ค่ำอเส้น 3x+7y-2=0

 เส้น 3x+7y-2=0
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วธิีหีาโลไคำของจุดุขยับ่
เร�ใช้ื่ขั�นต่อนต่่อไปนี�เพ่ิ�อห�โลไคืของจำดุขยบั

  กัำ�หนดให้จำดุ Q ขยบับนวงกัลมื่ x y2 2 4+ =                    จำงห�โลไคืของจำดุกั่�งกัล�ง P ของส่้วนของเส้้นต่รง OQ ที�ต่่อกับัจำดุ
กัำ�เนิด O และจำดุ Q
โดยให้พิิกัดัของจำดุ Q เป็น (s, t) และเน่�องจำ�กัจำดุ Q อยูบ่น x y2 2 4+ =                   เร�จำง่ได้ s t2 2 4+ =                  …( i )

โดยให้พิิกัดัของจำดุ P เป็น (x, y) และเน่�องจำ�กัจำดุ P ค่ือจำดุกั่�งกัล�งของส่้วนของเส้้นต่รง OQ เร�จำง่ได้ x s
y
t

= =
2 2
,                     

โดยเฉพิ�ะ s=2x, t=2y …(ii)

แทนที� (ii) ใน ( i ) ส้ำ�หรื่บั ( ) ( ) , ,2 2 4 4 4 4 12 2 2 2 2 2x y x y x y+ = + = + =

ดังนั�น จำดุ P จำง่อยูบ่นวงกัลมื่ x y2 2 1+ =                    …(iii)

ในท�งกัลบักันั จำดุ P(x, y) บนวงกัลมื่ (iii) นั�นต่รงกับัเง่�อนไข
ดังนั�น โลไคืของจำดุ P ค่ือวงกัลมื่ที�มีื่จำดุศนูยก์ัล�งอยูที่�จำดุกัำ�เนิดและรื่ศัมีื่ค่ือ 1

วงกัลมื่ทีั้�มีื่จุดุศนูย์กัลางอยู่ทีั้�จุดุกัำาเนิดและรัศัมีื่ค่ำอ 1

การทําความเขา้ใจโลไคของจดุท่ีสัมพันธกั์บจดุขยับ

(1) ใชั ้s และ t เพ่ิ�อแสดงเง่�อนไขสำาหรับั่จุดุขยับ่ Q(s, t)
(2) หาโลไคำของจุดุ P(x, y) โดยกัารแสดง s และ t ในสูตรของ x และ 

y ทีั้�สัมื่พัินธีกั์ับ่ P และ Q
(3) ตัด s และ t ออกัจุากันิพิจุน์ในขอ้ (1) และ (2) เพ่ิ�อหานิพิจุน์เชังิ
สัมื่พัินธีข์อง x และ y

(4) หารูป็ทั้รงทีั้�แสดงโดยสมื่กัารในขอ้ (3)
(5) ในทั้างกัลับ่กััน ให้ย่นยันวา่จุดุ P บ่นรูป็ทั้รงนั�นตรงกัับ่เง่�อนไขทีั้�
กัำาหนด

โลไคำและสมื่กัาร ((22))โลไคำและสมื่กัาร โลไคำและสมื่กัาร โลไคำและสมื่กัาร โลไคำและสมื่กัาร โลไคำและสมื่กัาร โลไคำและสมื่กัาร โลไคำและสมื่กัาร โลไคำและสมื่กัาร โลไคำและสมื่กัาร โลไคำและสมื่กัาร โลไคำและสมื่กัาร โลไคำและสมื่กัาร โลไคำและสมื่กัาร โลไคำและสมื่กัาร โลไคำและสมื่กัาร 
รูปทรงและสมการ: โลไคและโดเมนรูปทรงและสมการ: โลไคและโดเมน
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  กัำ�หนดให้ค่ื�ของจำำ�นวนจำรื่งิ a มีื่กั�รเปลี�ยนแปลง จำงห�โลไคืของจำดุยอดของพิ�ร�โบล� 
y x ax a a= − + + −2 22 3 4 1

เพ่ิ�อห�พิิกัดัของจำดุยอดของพิ�ร�โบล� ต้่องทำ�ให้เป็นกัำ�ลงัส้องส้มื่บรูณ์ีเพ่ิ�อแปลงส้มื่กั�ร
y x a a a a x a a a= − − + + − = − + + −( ) ( )2 2 2 2 23 4 1 2 4 1

โดยให้พิิกัดัจำดุยอดของพิ�ร�โบล�เป็น P(x, y) ซ่�งจำะได้ x=a …( i ) และ y a a= + −2 4 12                           …(ii)

แทนที� ( i ) ใน (ii) ส้ำ�หรื่บั y x x= + −2 4 12

ดังนั�น จำดุ P จำง่อยูบ่นพิ�ร�โบล� y x x= + −2 4 12                            …(iii)

ในท�งกัลบักันั จำดุ P(x, y) บนพิ�ร�โบล� (iii) นั�นต่รงกับัเง่�อนไข
ดังนั�น โลไคืของจำดุ P ค่ือพิ�ร�โบล� y x x= + −2 4 12

พิาราโบ่ลา y x x= + −2 4 12

  กัำ�หนดให้จำดุ Q ขยบับนวงกัลมื่ x y2 2 16+ =                     จำงห�โลไคืของจำดุกั่�งกัล�ง P ของส่้วนของเส้้นต่รง AQ ที�ต่่อกับัจำดุ 
A(6, 0) และจำดุ Q

  กัำ�หนดให้ค่ื�ของจำำ�นวนจำรื่งิ a มีื่กั�รเปลี�ยนแปลง จำงห�โลไคืของจำดุยอดของพิ�ร�โบล� 
y x ax a a= − + − +2 24 8 4 3

โดยให้พิิกััดของจุดุ Q เป็็น (s, t) และเน่�องจุากัจุดุ Q อยู่บ่น x y2 2 16+ =                        
เราจุงึได้ s t2 2 16+ =                       …( i )

โดยให้พิิกััดของจุดุ P เป็็น (x, y) และเน่�องจุากั P ค่ำอจุดุกึั�งกัลางของส่วนของเส้น

ตรง AQ เราจุะได้ x s y t=
+

=6
2 2
,

โดยเฉพิาะ s=2x-6 และ t=2y …(ii)

แทั้นทีั้� (ii) ลงใน ( i ) สำาหรับั่ 
( ) ( ) , ( ) , ( )2 6 2 16 4 3 4 16 3 42 2 2 2 2 2x y x y x y− + = − + = − + =

ดังนั�น จุดุ P จุงึอยู่บ่นวงกัลมื่ ( )x y− + =3 42 2                                 …(iii)

ในทั้างกัลับ่กััน จุดุ P(x, y) บ่นวงกัลมื่ (iii) นั�นตรงกัับ่เง่�อนไข
ดังนั�น โลไคำของจุดุ P ค่ำอวงกัลมื่ทีั้�มีื่จุดุศนูย์กัลางอยู่ทีั้� (3, 0) และรัศัมีื่ค่ำอ 2

 วงกัลมื่ทีั้�มีื่จุดุศนูย์กัลางอยู่ทีั้�จุดุ (3, 0) และรัศัมีื่ค่ำอ 2

เพ่ิ�อหาพิิกััดของจุดุยอดของพิาราโบ่ลา ต้องทั้ำาให้เป็็นกัำาลังสองสมื่บ่รูณ์เพ่ิ�อแป็ลง
สมื่กัาร
y x a a a a x a a a= − − + − + = − + − +( ) ( )2 4 8 4 3 2 4 4 32 2 2 2 2

โดยให้พิิกััดจุดุยอดของพิาราโบ่ลาเป็็น P (x, y) ซึึ่�งจุะได้  x=2a …( i )

และ y a a= − +4 4 32                                 …(ii)

แทั้นทีั้� ( i ) ใน (ii) สำาหรับั่ y x x= − +2 2 3

ดังนั�น จุดุ P จุงึอยู่บ่นพิาราโบ่ลา y x x= − +2 2 3                               …(iii)

ในทั้างกัลับ่กััน จุดุ P(x, y) บ่นพิาราโบ่ลา (iii) นั�นตรงกัับ่เง่�อนไข
ดังนั�น โลไคำของจุดุ P ค่ำอพิาราโบ่ลา y x x= − +2 2 3

พิาราโบ่ลา y x x= − +2 2 3
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เส้นตรง วงกัลมื่ และโดเมื่น
เม่ื่�อเซต่ของจำดุต่รงกับัเง่�อนไขอย่�งใดอย่�งหน่�งบนระน�บ เร�เรื่ยีกัเซต่ดังกัล�่วว�่โดเมน นอกัจำ�กันี� ขอบเขต่
ระหว�่งโดเมื่นและส่้วนอ่�น ๆ เรื่ยีกัว�่เส้นขอบเขต
เส้นตรงและโดเมน
ห�กัเร�กัำ�หนดให้เส้้นต่รง y=mx+n เป็น l แลว้ส้ำ�หรื่บัโดเมื่นที�แส้ดงโดยอส้มื่กั�ร y>mx+n และ y<mx+n เร�
ส้�มื่�รถูห�ร�ยกั�รต่่อไปนี� ได้

ในทั�งส้องโดเมื่น ( i ) และ (ii) เส้้นขอบเขต่ค่ือเส้้นต่รง l และเม่ื่�อเร�รวมื่
เคืรื่่�องหมื่�ยเท่�กับัใน y≥mx+n เร�จำง่ส้�มื่�รถูรวมื่จำดุบนเส้้นต่รง l ได้

วงกลมและโดเมน
ห�กัเร�กัำ�หนดให้วงกัลมื่ ( ) ( )x a y b r− + − =2 2 2                                      เป็น C แลว้ส้ำ�หรื่บัโดเมื่นที�แส้ดงโดยอส้มื่กั�ร 
( ) ( ) ,( ) ( )x a y b r x a y b r− + − < − + − >2 2 2 2 2 2                                                                               เร�ส้�มื่�รถูห�ร�ยกั�รต่่อไปนี� ได้

ในทั�งส้องโดเมื่น ( i ) และ (ii) เส้้นขอบเขต่ค่ือวงกัลมื่ C และเม่ื่�อเร�รวมื่เคืรื่่�องหมื่�ยเท่�กับัใน 
( ) ( )x a y b− + −2 2                             ≥r 2   เร�จำง่ส้�มื่�รถูรวมื่จำดุบนวงกัลมื่ C ได้

เพ่ือทําความเขา้ใจเก่ียวกับโดเมนท่ีกําหนดขอบเขตโดยเส้นตรงและวงกลม

O

y>mx+n
l

X

Y( i)

O

y<mx+n

l

X

Y(ii)

( i ) โดเมื่นทีั้�แสดงโดยอสมื่กัาร y>mx+n
® ด้านบ่นเส้นตรง l

(ii) โดเมื่นทีั้�แสดงโดยอสมื่กัาร y<mx+n
® ด้านล่างเส้นตรง l

( i ) โดเมื่นทีั้�แสดงโดยอสมื่กัาร 
( ) ( )x a y b r− + − <2 2 2                                                  ® ด้านในวงกัลมื่ C

(ii) โดเมื่นทีั้�แสดงโดยอสมื่กัาร 
( ) ( )x a y b r− + − >2 2 2                                                  ® ด้านนอกัวงกัลมื่ C

โดเมื่นทีั้�แสดงโดยอสมื่กัาร ((11))โดเมื่นทีั้�แสดงโดยอสมื่กัาร โดเมื่นทีั้�แสดงโดยอสมื่กัาร โดเมื่นทีั้�แสดงโดยอสมื่กัาร โดเมื่นทีั้�แสดงโดยอสมื่กัาร โดเมื่นทีั้�แสดงโดยอสมื่กัาร โดเมื่นทีั้�แสดงโดยอสมื่กัาร โดเมื่นทีั้�แสดงโดยอสมื่กัาร โดเมื่นทีั้�แสดงโดยอสมื่กัาร โดเมื่นทีั้�แสดงโดยอสมื่กัาร โดเมื่นทีั้�แสดงโดยอสมื่กัาร 
รูปทรงและสมการ: โลไคและโดเมนรูปทรงและสมการ: โลไคและโดเมน



5-3-3-3p2

	 วาดโดเมนที่่�แสดงโดยอสมการต่่อไปนี้้� นอกจากนี้้� ให้้พิิจารณาว่า่โดเมนมีีเส้้นขอบเขตหรืือไม่่
(1)	 อสมการ 2x+y-3>0

โดยการแปลงอสมการ เราจะได้้ y>-2x+3

ดัังนั้้�น โดเมนที่่�แสดงโดยอสมการนี้้�จึึงอยู่่�ที่่�ด้้านบนเส้้น y=-2x+3 ซ่ึ่�งก็คื็ือ
พื้้�นที่่�แรเงาในรูปูภาพด้านขวา
อย่่างไรก็ต็าม ไม่่รวมเส้้นขอบเขต
� ไม่รวมเส้นขอบเขต

(2)	 อสมการ -3x+y+2≤0

โดยการแปลงอสมการ เราจะได้้ y≤3x-2

ดัังนั้้�น โดเมนที่่�แสดงโดยอสมการนี้้�จึึงอยู่่�ที่่�ด้้านล่า่งของเส้้น y=3x-2 ซ่ึ่�งก็คื็ือ
พื้้�นที่่�แรเงาในรูปูภาพด้านขวา
อย่่างไรก็ต็าม รวมเส้้นขอบเขต
� รวมเส้้นขอบเขต

check

บนเครื่่�องคิิดเลขวิทิยาศาสตร์ ์ให้้ใช้้ฟังก์ชั์ันตารางเพ่ื่�อตรวจสอบว่า่จุดุใน
โดเมนนั้้�นเป็็นอสมการหรืือไม่่
กด w เลืือก [Table (ตาราง)] กด | แล้ว้ล้า้งข้อ้มูลูก่อ่นหน้้าโดยการกด W

กด I เลืือก [Define f(x)/g(x) (กำำ�หนดค่่า f(x)/g(x))]  
กด | เลืือก [Define f(x) (กำำ�หนดค่่า f(x))] กด |

หลังัจากป้อน f(x)=-2x+3 แล้ว้ ให้้กด B

ด้้วยวิธิีกีารเดีียวกันั ให้้ป้อน g(x)=3x-2

กด I เลืือก [Table Range (ช่่วงตาราง)] กด |

หลังัจากป้อน [Start (เริ่่�มต้้น):-3, End (สิ้้�นสุุด):4, Step (ข้ั้�น):1] แล้ว้ ให้้เลืือก [Execute (ดำำ�เนิินการ)] กด B

กด q[ สแกนคิิวอาร์โค้้ดเพ่ื่�อแสดงกราฟ
นอกจากนี้้� ให้้แตะแผ่่นงานฟังก์ชั์ัน และป้อน y>-2x+3 และ y≤3x-2 ตามลำำ�ดัับ

O

3

y=-2x+3

X

Y

3
2

O

-2

y=3x-2

X

Y

2
3



5-3-3-3p3

	 แก้้โจทย์เ์กี่่�ยวกับัโดเมนที่่�แสดงโดยอสมการ x y2 2 16+ >                     ต่่อไปนี้้�
(1)	กำ ำ�หนดว่า่จุดุ 2 จุดุ A( , )  5 10                และ B(3, 3) นั้้�นเป็็นจุดุในโดเมนตามลำำ�ดัับหรืือไม่่
จุดุ A( , )  5 10                จาก ( ) ( )  5 10 5 10 15 162 2+ = + = <                                                         ไม่่ตรงกับั x y2 2 16+ >                     ดัังนั้้�นจึึงไม่่ใช่่จุดุในโดเมน
จุดุ B(3, 3) จาก 3 3 9 9 18 162 2+ = + = >                                          ตรงกับั x y2 2 16+ >                     ดัังนั้้�นจึึงเป็็นจุดุในโดเมน

� จุดุ A ไม่่อยู่่�ในโดเมน และจุดุ B อยู่่�ในโดเมน
check

บนเครื่่�องคิิดเลขวิทิยาศาสตร์ ์ให้้ใช้้ฟังก์ชั์ันตััวแปรเพ่ื่�อตรวจสอบว่า่จุดุ 2 จุดุ A และ B เป็็นอสมการหรืือไม่่
กด w เลืือก [Calculate (คำำ�นวณ)] กด |

หลังัจากป้อน x y2 2 16+ −                    แล้ว้ ให้้ป้อนพิิกัดัสำำ�หรับัจุดุ A แล้ว้คำำ�นวณ

ด้้วยวิธิีกีารเดีียวกันั ให้้ป้อนพิิกัดัของจุดุ B แล้ว้คำำ�นวณ

บนเครื่่�องคิิดเลขวิทิยาศาสตร์ ์ให้้ใช้้ฟังก์ชั์ันตารางเพ่ื่�อตรวจสอบแผนภาพของวงกลม
กด w เลืือก [Table (ตาราง)] กด | แล้ว้ล้า้งข้อ้มูลูก่อ่นหน้้าโดยการกด W

กด I เลืือก [Define f(x)/g(x) (กำำ�หนดค่่า f(x)/g(x))] กด |  
เลืือก [Define f(x) (กำำ�หนดค่่า f(x))] กด |

หลังัจากป้อน f(x)= 16 2-x               แล้ว้ ให้้กด B

ด้้วยวิธิีกีารเดีียวกันั ให้้ป้อน g(x)=- -16 2x

กด I เลืือก [Table Range (ช่่วงตาราง)] กด |

หลังัจากป้อน [Start (เริ่่�มต้้น):-5, End (สิ้้�นสุุด):5, Step (ข้ั้�น):1]  
แล้ว้ ให้้เลืือก [Execute (ดำำ�เนิินการ)] กด B

กด q[ สแกนคิิวอาร์โค้้ดเพ่ื่�อแสดงกราฟ
นอกจากนี้้� ให้้แตะแผ่่นงานฟังก์ชั์ัน และป้อน x=   5     และ y= 10      ตามลำำ�ดัับ
ขั้้�นตอนสุดุท้้าย ให้้เพิ่่�มแผ่่นงานพิิกัดั และป้อน (3, 3)

q0d+q.dp16  'RRRs5B$s10B  `B

'RRR3B$3B  `B



5-3-3-3p4

(2)	 วาดโดเมน นอกจากนี้้� ให้้พิิจารณาว่า่โดเมนมีีเส้้นขอบเขตหรืือไม่่
โดเมนคืือพื้้�นที่่�นอกวงกลม x y2 2 16+ =                     ซ่ึ่�งก็คื็ือพื้้�นที่่�แรเงาในรูปูภาพด้านขวา
อย่่างไรก็ต็าม ไม่่รวมเส้้นขอบเขต
� ไม่่รวมเส้้นขอบเขต

	 แก้้โจทย์เ์กี่่�ยวกับัโดเมนที่่�แสดงโดยอสมการ x y x y2 2 2 2 2+ − − −                                  ≤0 ต่่อไปนี้้�
(1)	กำ ำ�หนดว่า่จุดุ 2 จุดุ A(2, 2) และ B(3, 3) นั้้�นเป็็นจุดุในโดเมนตามลำำ�ดัับหรืือไม่่
จุดุ A(2, 2) จาก 2 2 2 2 2 2 2 2 02 2+ − ⋅ − ⋅ − = − <                                                      ตรงกับั x y x y2 2 2 2 2+ − − −                                  ≤0 ดัังนั้้�นจึึงเป็็นจุดุในโดเมน
จุดุ B(3, 3) จาก 3 3 2 3 2 3 2 4 02 2+ − ⋅ − ⋅ − = >                                                    ไม่่ตรงกับั x y x y2 2 2 2 2+ − − −                                  ≤0 ดัังนั้้�นจึึงไม่่ใช่่จุดุในโดเมน

� จุดุ A อยู่่�ในโดเมน และจุดุ B ไม่่อยู่่�ในโดเมน
check

กด w เลืือก [Calculate (คำำ�นวณ)] กด |

(2)	 วาดโดเมน นอกจากนี้้� ให้้พิิจารณาว่า่โดเมนมีีเส้้นขอบเขตหรืือไม่่
แปลงด้้านซ้้ายของอสมการ

ดัังนั้้�น โดเมนคืือพื้้�นที่่�ในวงกลม ( ) ( )x y− + − =1 1 22 2 2                                      
ซ่ึ่�งก็คื็ือพื้้�นที่่�แรเงาในรูปูภาพด้านขวา
อย่่างไรก็ต็าม รวมเส้้นขอบเขต

� รวมเส้นขอบเขต

O

4

4

x 2+y 2=16

X

Y

q0d+q.dp2q0p2q.p2  'RRR2B$2B  `B

'RRR3B$3B  `B

O

1

1

2

(x-1)2+(y-1)2=22

X

Y

x y x x y
x y

y2 2 2 2

2 2 2

2 2 2 1 1 1 1 2

1 1 2

+ − − − = − − + − − −

= − + − −

( ) ( )

( ) ( )
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ว�ดโดเมื่นที�แส้ดงโดยอส้มื่กั�รต่่อไปนี� นอกัจำ�กันี� ให้พิิจำ�รณี�ว�่โดเมื่นมีื่เส้้นขอบเขต่หรื่อ่ไม่ื่
(1) อส้มื่กั�ร 2x-3y+6≤0

(2) อส้มื่กั�ร x+y-4<0

โดยกัารแป็ลงสมื่กัาร เราจุะได้ y≥   2
3

2x +

ดังนั�น โดเมื่นทีั้�แสดงโดยอสมื่กัารนี�จุงึอยู่ทีั้�ด้านบ่น

เส้น y=
  2
3

2x +              ซึึ่�งก็ัค่ำอพ่ิ�นทีั้�แรเงาในรูป็ภาพิด้านขวา

อย่างไรก็ัตามื่ รวมื่เส้นขอบ่เขต
 รวมื่เส้นขอบ่เขต

O
-3

2

X

Y

y= x+22
3

โดยกัารแป็ลงอสมื่กัาร เราจุะได้ y<-x+4

ดังนั�น โดเมื่นทีั้�แสดงโดยอสมื่กัารนี�จุงึอยูที่ั้�ด้านล่างของ
เส้น y=-x+4 ซึึ่�งก็ัค่ำอพ่ิ�นทีั้�แรเงาในรูป็ภาพิด้านขวา
อย่างไรก็ัตามื่ ไม่ื่รวมื่เส้นขอบ่เขต
 ไม่ื่รวมื่เส้นขอบ่เขต

O

4

4
X

Y
y=-x+4

กัด w เล่อกั [Table (ตาราง)] กัด | แล้วล้างขอ้มูื่ลก่ัอนหน้าโดยกัารกัด W
กัด I เล่อกั [Define f(x)/g(x) (กำาหุนดค่ำา f(x)/g(x))] กัด |
เล่อกั [Define f(x) (กำาหุนดค่ำา f(x))] กัด |

หลังจุากัป้อน f(x)=
  2
3

2x +              แล้ว ให้กัด B

ด้วยวธิีกีัารเดียวกััน ให้ป้อน g(x)=-x+4

กัด I เล่อกั [Table Range (ช่่วงตาราง)] กัด |
หลังจุากัป้อน [Start (เร่�มต้น):-5, End (ส้�นสุด):5, Step (ข้ั้�น):1]

แล้ว ให้เล่อกั [Execute (ดำาเนินการ)] กัด B
กัด q[ สแกันค้ำวอาร์โค้ำดเพ่ิ�อแสดงกัราฟ
นอกัจุากันี� ให้แตะแผ่่นงานฟังก์ัชััน และป้อน y≥   2

3
2x +              และ y<-x+4 ตามื่ลำาดับ่



5-3-3-3p6

	 แก้้โจทย์เ์กี่่�ยวกับัโดเมนที่่�แสดงโดยอสมการ x y2 2+           ≤36 ต่่อไปนี้้�
(1)	กำ ำ�หนดว่า่จุดุ 2 จุดุ A(3, 5) และ B(5, 4) นั้้�นเป็็นจุดุในโดเมนตามลำำ�ดัับหรืือไม่่

(2)	 วาดโดเมน นอกจากนี้้� ให้้พิิจารณาว่า่โดเมนมีีเส้้นขอบเขตหรืือไม่่

จุดุ A(3, 5) จาก 3 5 342 2+ =                      <36 ตรงกัับ x y2 2+             ≤36 ดัังนั้้�นจึงึเป็็นจุดุในโดเมน
จุดุ B(5, 4) จาก 5 4 412 2+ =                      >36 ไม่่ตรงกัับ x y2 2+             ≤36 ดัังนั้้�นจึงึไม่่ใช่จุ่ดุในโดเมน
� จุดุ A อยู่่�ในโดเมน และจุดุ B ไม่่อยู่่�ในโดเมน

กด w เลืือก [Calculate (คำำ�นวณ)] กด |
q0d+q.dp36  'RRR3B$5B  `B

'RRR5B$4B  `B

โดเมนคืือพื้้�นที่่� ในวงกลม x y2 2 36+ =                        ซ่ึ่�งก็็คืือ
พื้้�นที่่�แรเงาในรููปภาพด้านขวา
อย่่างไรก็็ตาม รวมเส้้นขอบเขต
� รวมเส้้นขอบเขต O

6

6 X

Y

x 2+y 2=36



5-3-3-3p7

	 แก้้โจทย์เ์กี่่�ยวกับัโดเมนที่่�แสดงโดยอสมการ x y x y2 2 4 2 4 0+ + + − >                                           ต่่อไปนี้้�
(1)	กำ ำ�หนดว่า่จุดุ 2 จุดุ A(-4, -2) และ B(2, 1) นั้้�นเป็็นจุดุในโดเมนตามลำำ�ดัับหรืือไม่่

(2)	 วาดโดเมน นอกจากนี้้� ให้้พิิจารณาว่า่โดเมนมีีเส้้นขอบเขตหรืือไม่่

จุดุ A(-4, -2) จาก ( ) ( ) ( ) ( )− + − + ⋅ − + ⋅ − − =− <4 2 4 4 2 2 4 4 02 2                                                                                             ไม่่ตรงกัับ  
x y x y2 2 4 2 4 0+ + + − >                                                   ดัังนั้้�นจึงึไม่่ใช่จุ่ดุในโดเมน
จุดุ B(2, 1) จาก 2 1 4 2 2 1 4 11 02 2+ + ⋅ + ⋅ − = >                                                               ตรงกัับ x y x y2 2 4 2 4 0+ + + − >                                                 
ดัังนั้้�นจึงึเป็็นจุดุในโดเมน
� จุดุ A ไม่่อยู่่�ในโดเมน และจุดุ B อยู่่�ในโดเมน

'RRRp4B$p2B  `B

q0d+q.d+4q0+2q.p4

'RRR2B$1B  `B

แปลงด้้านซ้้ายของอสมการ

ดัังนั้้�น โดเมนคืือพื้้�นที่่�นอกวงกลม ( ) ( )x y+ + + =2 1 32 2 2                                            
ซ่ึ่�งก็็คืือพื้้�นที่่�แรเงาในรููปภาพด้านขวา
อย่่างไรก็็ตาม ไม่่รวมเส้้นขอบเขต
� ไม่่รวมเส้้นขอบเขต

O

3 X

Y

(x+2)2+(y+1)2=32

-1
-2

x y x y
x y
x y

2 2

2 2

2 2 2

4 2 4

2 4 1 1 4

2 1 3

+ + + −
= + − + + − −
= + + + −
( ) ( )

( ) ( )
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โดเมื่นทีั้�แสดงโดยระบ่บ่อสมื่กัาร
เซต่ของจำดุที�ต่รงกับัระบบอส้มื่กั�รเรื่ยีกัว�่โดเมื่นที�แส้ดงโดยระบบอส้มื่กั�ร

ส้ำ�หรื่บัระบบอส้มื่กั�ร 







อส้มื่กั�ร ( i )
อส้มื่กั�ร (ii)
                     ห�กัเร�กัำ�หนดให้ A เป็นโดเมื่นที�แส้ดงโดยอส้มื่กั�ร ( i ) และ B เป็นโดเมื่นที�

แส้ดงโดยอส้มื่กั�ร (ii) แลว้โดเมื่นที�แส้ดงโดยระบบอส้มื่กั�รนั�นมีื่ดังต่่อไปนี�

  ว�ดโดเมื่นที�แส้ดงโดยระบบอส้มื่กั�รต่่อไปนี� นอกัจำ�กันี� ให้พิิจำ�รณี�ว�่โดเมื่นมีื่เส้้นขอบเขต่หรื่อ่ไม่ื่

(1)
y x
y x
> −
>− +








2

2

โดเมื่นที�แส้ดงโดยอส้มื่กั�ร y>x-2 อยูที่�ด้�นบนเส้้น y=x-2

โดเมื่นที�แส้ดงโดยอส้มื่กั�ร y>-x+2 อยูที่�ด้�นบนเส้้น y=-x+2

ส่้วนรว่มื่ของโดเมื่นนี�กัค่็ือพ่ิ�นที�แรเง�ในรปูภ�พิด้�นขว�
อย่�งไรกัต็่�มื่ ไม่ื่รวมื่เส้้นขอบเขต่

ไม่ื่รวมื่เส้นขอบ่เขต

(2)
x y
x y

2 2 9

2 0

+ <
− + >








โดเมื่นที�แส้ดงโดยอส้มื่กั�ร x y2 2 9+ <            อยู่ในวงกัลมื่ x y2 2 9+ =

โดยกั�รแปลงอส้มื่กั�ร x-y+2>0 เร�จำะได้ y<x+2

โดเมื่นที�แส้ดงโดยอส้มื่กั�รนี�อยูที่�ด้�นล�่งเส้้น y=x+2

ส่้วนรว่มื่ของโดเมื่นนี�กัค่็ือพ่ิ�นที�แรเง�ในรปูภ�พิด้�นขว�
อย่�งไรกัต็่�มื่ ไม่ื่รวมื่เส้้นขอบเขต่

ไม่ื่รวมื่เส้นขอบ่เขต

เพ่ือทําความเขา้ใจเก่ียวกับโดเมนท่ีแสดงโดยระบบอสมการ

ส่วนรว่มื่ของ A และ B AÇB

O 2

2

y=x-2

-2

y=-x+2

X

Y

y=x+2

-2 O

3

3

2x 2+y 2=9

X

Y

โดเมื่นทีั้�แสดงโดยอสมื่กัาร ((22))โดเมื่นทีั้�แสดงโดยอสมื่กัาร โดเมื่นทีั้�แสดงโดยอสมื่กัาร โดเมื่นทีั้�แสดงโดยอสมื่กัาร โดเมื่นทีั้�แสดงโดยอสมื่กัาร โดเมื่นทีั้�แสดงโดยอสมื่กัาร โดเมื่นทีั้�แสดงโดยอสมื่กัาร โดเมื่นทีั้�แสดงโดยอสมื่กัาร โดเมื่นทีั้�แสดงโดยอสมื่กัาร โดเมื่นทีั้�แสดงโดยอสมื่กัาร โดเมื่นทีั้�แสดงโดยอสมื่กัาร 
รูปทรงและสมการ: โลไคและโดเมนรูปทรงและสมการ: โลไคและโดเมน
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  ว�ดโดเมื่นที�แส้ดงโดยระบบอส้มื่กั�รต่่อไปนี� นอกัจำ�กันี� ให้พิิจำ�รณี�ว�่โดเมื่นมีื่เส้้นขอบเขต่หรื่อ่ไม่ื่

(1)







x+y-2≥0

x-y-4≥0

(2)







x y2 2+ ≥4

2x+y-2≤0

โดยกัารแป็ลงอสมื่กัาร x+y-2≥0 เราจุะได้ y≥-x+2

โดเมื่นทีั้�แสดงโดยอสมื่กัารอยู่ทีั้�ด้านบ่นเส้น 
y=-x+2

โดยกัารแป็ลงอสมื่กัาร x-y-4≥0 เราจุะได้ y≤x-4

โดเมื่นทีั้�แสดงโดยอสมื่กัารนี�อยู่ทีั้�ด้านล่างเส้น 
y=x-4

ส่วนรว่มื่ของโดเมื่นนี�ก็ัค่ำอพ่ิ�นทีั้�แรเงาในรูป็ภาพิด้าน
ขวา
อย่างไรก็ัตามื่ รวมื่เส้นขอบ่เขต
 รวมื่เส้นขอบ่เขต

O

-4

2 4
2 X

Y
y=-x+2

y=x-4

โดเมื่นทีั้�แสดงโดยอสมื่กัาร x y2 2+             ≥4 อยู่นอกั
วงกัลมื่ x y2 2 4+ =

โดยกัารแป็ลงอสมื่กัาร 2x+y-2≤0 เราจุะได้ 
y≤-2x+2

โดเมื่นทีั้�แสดงโดยอสมื่กัารนี�อยู่ทีั้�ด้านล่างเส้น 
y=-2x+2

ส่วนรว่มื่ของโดเมื่นนี�ก็ัค่ำอพ่ิ�นทีั้�แรเงาในรูป็ภาพิด้าน
ขวา
อย่างไรก็ัตามื่ รวมื่เส้นขอบ่เขต
 รวมื่เส้นขอบ่เขต

y=-2x+2

O

2

21 X

Y

x 2+y 2=4
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ADVANCED

 แกั้โจำทยเ์กัี�ยวกับัระบบอส้มื่กั�ร 










x-2y≤0

x+2y-8≤0

3x-2y≥0

                    ต่่อไปนี�

(1) ว�ดโดเมื่นที�แส้ดงโดยระบบอส้มื่กั�ร

(2) ห�พ่ิ�นที�ของโดเมื่นที�ได้จำ�กัขอ้ (1)

โดยกัารแป็ลงอสมื่กัาร x-2y≤0 เราจุะได้ y≥ 1
2  x

โดเมื่นทีั้�แสดงโดยอสมื่กัารนี�อยู่ด้านบ่นเส้น y= 1
2  x
      …( i )

โดยกัารแป็ลงอสมื่กัาร x+2y-8≤0 เราจุะได้ y≤− +1
2

4  x

โดเมื่นทีั้�แสดงโดยอสมื่กัารนี�อยู่ด้านล่างเส้น y=− +1
2

4  x
                  …(ii)

โดยกัารแป็ลงอสมื่กัาร 3x-2y≥0 เราจุะได้ y≤ 3
2  x

โดเมื่นทีั้�แสดงโดยอสมื่กัารนี�อยู่ด้านล่างเส้น y= 3
2  x
      …(iii)

ส่วนรว่มื่ของโดเมื่นนี�ก็ัค่ำอพ่ิ�นทีั้�แรเงาในรูป็ภาพิด้านขวา
อย่างไรก็ัตามื่ รวมื่เส้นขอบ่เขต
สำาหรับั่จุดุตัด เราสามื่ารถแก้ัโจุทั้ย์ขอ้ ( i ) และ 
(ii) ต่อเน่�องกัันเพ่ิ�อจุะได้ (4, 2)

โดยกัารแก้ัโจุทั้ย์ขอ้ (ii) และ (iii) ต่อเน่�องกััน 
เราจุะได้ (2, 3)

จุดุตัดของ ( i ) และ (iii) ค่ำอจุดุกัำาเนิด

 รวมื่เส้นขอบ่เขต

O

(2,3)

(4,2)

4

X

Y

y= x1
2

y= x3
2

y=- x+41
2

เน่�องจุากัจุดุตัดของเส้น (ii) ค่ำอ 4 และจุดุตัดของแกัน x ค่ำอ 8 พ่ิ�นทีั้�ทีั้�เราหาได้

ค่ำอ 1
2
8 4

1
2
4 2

1
2
8 2 4      

⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ =

4



5-3-3-4p4

กัด w เล่อกั [Table (ตาราง)] กัด | แล้วล้างขอ้มูื่ลก่ัอนหน้าโดยกัารกัด W

กัด I เล่อกั [Define f(x)/g(x) (กำาหุนดค่ำา f(x)/g(x))] กัด |

เล่อกั [Define f(x) (กำาหุนดค่ำา f(x))] กัด |

หลังจุากัป้อน f(x)= 1
2  x
      แล้ว ให้กัด B

ด้วยวธิีกีัารเดียวกััน ให้ป้อน g(x)=− +1
2

4  x

กัด I เล่อกั [Table Range (ช่่วงตาราง)] กัด |
หลังจุากัป้อน [Start (เร่�มต้น):-5, End (ส้�นสุด):5, Step (ข้ั้�น):1]

แล้ว ให้เล่อกั [Execute (ดำาเนินการ)] กัด B
กัด q[ สแกันค้ำวอาร์โค้ำดเพ่ิ�อแสดงกัราฟ

นอกัจุากันี� ให้แตะแผ่่นงานฟังก์ัชััน และป้อน y= 3
2  x
     , y≥ 1

2  x
     , y≤− +1

2
4  x

                  

และ y≤ 3
2  x
      ตามื่ลำาดับ่

ด้วยวธิีกีัารเดียวกััน ให้แตะแผ่่นงานกัราฟ แล้วแสดงพิิกััดจุดุตัดของเส้น

y=− +1
2

4  x y= 3
2  x

y= 1
2  x
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วธิีหีาค่ำาสูงสุดและค่ำาตำ�าสุดโดยใชั้ โดเมื่น
เม่ื่�อจำดุ (x, y) อยู่ในโดเมื่นที�ต่รงกับัระบบอส้มื่กั�ร เร�ส้�มื่�รถูห�ค่ื�ส้งูส้ดุและค่ื�ต่ำ��ส้ดุของนิพิจำน์ P(x, y)

ที�กัำ�หนดโดย x และ y ได้โดยใช้ื่โดเมื่นต่่อไปนี�

 กัำ�หนดให้ x≥0, y≥0, 2x+y≤6 และ x+2y≤6 จำงแกั้โจำทยต่์่อไปนี�
(1) ว�ดโดเมื่นที�ต่รงกับั 4 อส้มื่กั�ร
โดยให้ D เป็นโดเมื่นที�ต่รงกับั 4 อส้มื่กั�รที�กัำ�หนดไว้
โดยกั�รแปลงอส้มื่กั�ร 2x+y≤6 เร�จำะได้ y≤-2x+6 …( i )

โดยกั�รแปลงอส้มื่กั�ร x+2y≤6 เร�จำะได้ y≤− +
1

2
3

  
x                …(ii)

ส้ำ�หรื่บัจำดุตั่ดของเส้้นขอบเขต่ ( i ) และ (ii)

จำงแกั ้
y x

y x

= − +

= − +









2 6
1

2
3

  
                         เพ่ิ�อจำะได้ (x, y)=(2, 2)

โดเมื่น D อยูด้่�นในและเส้้นขอบของสี้�เหลี�ยมื่ที�มีื่จำดุยอด 4 จำดุที� (0, 0), (0, 3), (3, 0) และ (2, 2) ซ่�งกัค่็ือพ่ิ�นที�
แรเง�ในรปูภ�พิด้�นขว�

(2) ห�ค่ื�ส้งูส้ดุและค่ื�ต่ำ��ส้ดุของ x+y

ส้มื่มื่ติ่ว�่ x+y=k แลว้แปลงให้เป็น y=-x+k

ส้ำ�หรื่บัเส้้นที�มีื่คืว�มื่ชัื่น -1 และจำดุตั่ดแกัน Y ที� k
ห�ค่ื�ส้งูส้ดุและค่ื�ต่ำ��ส้ดุส้ำ�หรื่บั k โดยที�เส้้นมีื่จำดุรว่มื่กับัโดเมื่น D
จำ�กัรปูภ�พิด้�นขว� เร�จำะเห็นว�่ค่ื�ของ k เป็นค่ื�ส้งูส้ดุเน่�องจำ�กั
ผ่�นจำดุ (2, 2) และเป็นค่ื�ต่ำ��ส้ดุเน่�องจำ�กัผ่�นจำดุ (0, 0)

ดังนั�น x+y มีื่ค่ื�ส้งูส้ดุค่ือ 2+2=4 เม่ื่�อ x=2 และ y=2 และค่ื�ต่ำ��ส้ดุ
ค่ือ 0+0=0 เม่ื่�อ x=0 และ y=0

เม่ื่�อ x=2 และ y=2 ค่ำาสูงสุดค่ำอ 4 และเม่ื่�อ x=0 และ y=0 ค่ำาตำ�าสุดค่ำอ 0

เพ่ือทําความเขา้ใจเก่ียวกับค่าสงูสดุ/ค่าตํา่สดุในโดเมนท่ีแสดงโดยอสมการ

(1) วาดโดเมื่น D ทีั้�แสดงโดยระบ่บ่อสมื่กัาร
(2) สมื่มื่ติวา่ P(x, y)=k แล้วกัำาหนดพิิสัยของค่ำาทีั้�น่าจุะเป็็นของ k
โดยทีั้�กัราฟของ P(x, y)=k และโดเมื่น D มีื่จุดุตัด

O 3

3 (2,2)

y=-2x+6

X

Y

y=- x+31
2

O 3

3 (2,2)
y=-x+k

X

Y

โดเมื่นทีั้�แสดงโดยอสมื่กัาร ((33))โดเมื่นทีั้�แสดงโดยอสมื่กัาร โดเมื่นทีั้�แสดงโดยอสมื่กัาร โดเมื่นทีั้�แสดงโดยอสมื่กัาร โดเมื่นทีั้�แสดงโดยอสมื่กัาร โดเมื่นทีั้�แสดงโดยอสมื่กัาร โดเมื่นทีั้�แสดงโดยอสมื่กัาร โดเมื่นทีั้�แสดงโดยอสมื่กัาร โดเมื่นทีั้�แสดงโดยอสมื่กัาร โดเมื่นทีั้�แสดงโดยอสมื่กัาร โดเมื่นทีั้�แสดงโดยอสมื่กัาร 
รูปทรงและสมการ: โลไคและโดเมนรูปทรงและสมการ: โลไคและโดเมน
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check

กัด w เลอ่กั [Table (ตั�ร�ง)] กัด | แลว้ล�้งขอ้มื่ลูกัอ่นหน้�โดยกั�รกัด W

กัด I เลอ่กั [Define f(x)/g(x) (กำ�หันดค่ำ� f(x)/g(x))] กัด | เลอ่กั [Define f(x) (กำ�หันดค่ำ� f(x))] กัด |

หลงัจำ�กัป้อน f(x)=-2x+6 แลว้ ให้กัด B

ด้วยวธิ์กีั�รเดียวกันั ให้ป้อน g(x)=− +
1

2
3

  
x

กัด I เลอ่กั [Table Range (ช่ีวงตั�ร�ง)] กัด |

หลงัจำ�กัป้อน [Start (เร่�มต้ัน):-1, End (สิ�นสุด):6, Step (ขัั้�น):1] แลว้ ให้เลอ่กั [Execute (ดำ�เนินก�ร)] กัด B

กัด q[ ส้แกันคิำวอ�ร์โค้ำดเพ่ิ�อแส้ดงกัร�ฟ

นอกัจำ�กันี� ให้แต่ะแผ่นง�นฟังกัชั์ื่น และป้อน y=-x+k

ด้วยวธิ์กีั�รเดียวกันั ให้แต่ะแผ่นง�นกัร�ฟ แลว้แส้ดงพิิกัดัจำดุ
ตั่ดของเส้้น
โดยกั�รเปลี�ยนจำดุตั่ดแกัน Y (ตั่วแปร k) ของเส้้นที�มีื่คืว�มื่
ชัื่น -1 บนกัร�ฟ เร�ส้�มื่�รถูทำ�คืว�มื่เข�้ใจำวธิ์หี�คืำ�ต่อบได้

 กัำ�หนดให้ x≥0, y≥0, 2x+y≤7 และ x+2y≤8 จำงแกั้โจำทยต่์่อไปนี�
(1) ว�ดโดเมื่นที�ต่รงกับั 4 อส้มื่กั�ร

y=-2x+6

y=-x+k

y x=− +
1
2

3
  

โดยให้ D เป็็นโดเมื่นทีั้�ตรงกัับ่ 4 อสมื่กัารทีั้�
กัำาหนดไว้
โดยกัารแป็ลงอสมื่กัาร 2x+y≤7 เราจุะได้ 
y≤-2x+7 …( i )

โดยกัารแป็ลงอสมื่กัาร x+2y≤8

เราจุะได้ y≤− +1
2

4  x
                  …(ii)

สำาหรับั่จุดุตัดของเส้นขอบ่เขต ( i ) และ (ii)

จุงแก้ั 
y x

y x

=− +

=− +









2 7
1
2

4  
                             เพ่ิ�อจุะได้ (x, y)=(2, 3)

โดเมื่น D อยู่ด้านในและเส้นขอบ่ของสี�เหลี�ยมื่ทีั้�มีื่จุดุยอด 4 จุดุทีั้� (0, 0), (0, 4), 7
2
0  ,











และ (2, 3) ซึึ่�งก็ัค่ำอพ่ิ�นทีั้�แรเงาในรูป็ภาพิด้านบ่น

O

(2,3)4

X

Y

7
2

y=- x+41
2

y=-2x+7
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(2)	 หาค่าสูงูสุดุและค่่าต่ำำ��สุดุของ x+y

สมมติว่า่ x+y=k แล้้วแปลงให้้เป็็น y=-x+k 
สำำ�หรับัเส้้นที่่�มีีความชััน -1 และจุดุตััดแกน 
Y ที่่� k
หาค่่าสููงสุุดและค่่าต่ำำ��สุดสำำ�หรับั k โดยที่่�เส้้น
มีีจุดุร่ว่มกัับโดเมน D
จากรูปภาพด้านขวา เราจะเห็็นว่า่ค่่าของ k 
เป็็นค่่าสููงสุุดเน่ื่�องจากผ่่านจุดุ (2, 3) และเป็็น
ค่่าต่ำำ��สุดเน่ื่�องจากผ่่านจุดุ (0, 0)

ดัังนั้้�น x+y มีีค่่าสููงสุุดคืือ 2+3=5 เม่ื่�อ x=2 และ y=3 และค่่าต่ำำ��สุดคืือ 0+0=0 เม่ื่�อ 
x=0 และ y=0

เม่ื่�อ x=2 และ y=3 ค่่าสููงสุุดคืือ 5 และ
เม่ื่�อ x=0 และ y=0 ค่่าต่ำำ��สุดคืือ 0

O

(2,3)4

X

Y

7
2

y=-x+k

กด w เลืือก [Table (ตาราง)] กด | แล้้วล้้างข้อ้มููลก่่อนหน้้าโดยการกด W
กด I เลืือก [Define f(x)/g(x) (กำำ�หนดค่่า f(x)/g(x))] กด |  
เลืือก [Define f(x) (กำำ�หนดค่่า f(x))] กด |
หลัังจากป้อน f(x)=-2x+7 แล้้ว ให้้กด B

ด้้วยวิธิีกีารเดีียวกััน ให้้ป้อน g(x)=− +1
2

4  x

กด I เลืือก [Table Range (ช่่วงตาราง)] กด |
หลัังจากป้อน [Start (เร่ิ่�มต้้น):-1, End (ส้ิ้�นสุุด):6, Step (ข้ั้�น):1]  
แล้้ว ให้้เลืือก [Execute (ดำำ�เนิินการ)] กด B
กด q[ สแกนคิิวอาร์์โค้้ดเพ่ื่�อแสดงกราฟ

นอกจากนี้้� ให้้แตะแผ่่นงานฟังก์์ชััน และ
ป้อน y=-x+k
ด้้วยวิธิีกีารเดีียวกััน ให้้แตะแผ่่นงานกราฟ 
แล้้วแสดงพิิกััดจุดุตััดของเส้้น

y=-2x+7

y=-x+k

y x=− +1
2

4  
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ADVANCED

  ผู้ผลติ่มีื่สิ้นค้ื� 2 ประเภท ค่ือ A และ B ห�กัต้่องกั�ร
ผลติ่สิ้นค้ื�จำำ�นวน 1 ตััน ส้ำ�หรื่บัสิ้นค้ื� A จำำ�เป็นต้่อง
ใช้ื่ไฟ�� 60 กิโลวัตัต์ั และกั�๊ซ 2 ลูกบ�ศก์เมตัร และ
ส้ำ�หรื่บัสิ้นค้ื� B จำำ�เป็นต้่องใช้ื่ไฟ�� 40 กิโลวัตัต์ั และ
กั�๊ซ 6 ลูกบ�ศก์เมตัร กัำ�ไรต่่อสิ้นค้ื�จำำ�นวน 1 ตััน ค่ือ 
20,000 ดอลล�ร์ ส้ำ�หรื่บัสิ้นค้ื� A และ 30,000 ดอลล�ร์
ส้ำ�หรื่บัสิ้นค้ื� B โดยกัำ�หนดให้ผู้ผลิต่ร�ยนี� ได้รื่บัพิลงัง�นไฟ�� 2,200 กิโลวัตัต์ั และกั�๊ซ 120 ลูกบ�ศก์เมตัร ใน
แต่่ละวนั ดังนั�นคืวรผลิต่สิ้นค้ื� A และ B กี�ตัันต่่อวนัเพ่ิ�อเพิิ�มื่ผลกัำ�ไรส้งูส้ดุส้ำ�หรื่บัสิ้นค้ื�ที�ผลติ่ใน 1 วนั นอกัจำ�กั
นี� ให้ห�กัำ�ไรทั�งหมื่ดในช่ื่วงเวล�นั�นด้วย

พิลงัง�นไฟ�� 
(กัิโลวตั่ต์่)

กั�๊ซ 
(ลกูับ�ศกัเ์มื่ต่ร)

กัำ�ไร 
(10,000 ดอลล�รื่)์

สิ้นค้ื� A 60 2 2

สิ้นค้ื� B 40 6 3

ค่ื�ส้งูส้ดุ 2200 120

โดยให้ป็รัมิื่าณกัารผ่ลิตสำาหรับั่ 1 วนัเป็็น x ต้น สำาหรับั่สินค้ำา A และ y ต้น สำาหรับั่
สินค้ำา B
ป็รัมิื่าณกัารผ่ลิตเป็็นจุำานวนบ่วกั ดังนั�น x≥0 และ y≥0 …( i )
จุากัคำวามื่สัมื่พัินธีข์องกัารจุา่ยพิลังงานไฟ�าสำาหรับั่ 1 วนั เราจุะได้ 
60x+40y≤2200 …(ii)
จุากัคำวามื่สัมื่พัินธีข์องกัารจุา่ยก๊ัาซึ่สำาหรับั่ 1 วนั เราจุะได้ 2x+6y≤120 …(iii)

ดังนั�น จุงหาค่ำาสำาหรับั่ x และ y ทีั้�เพิิ�มื่กัำาไรสูงสุดรวมื่ทัั้�งหมื่ด k=2x+3y ภายใต้
เง่�อนไขทีั้�ระบุ่ไว้ในขอ้ ( i ), (ii) และ (iii)

โดยกัารแป็ลง (ii) เราจุะได้ y≤− +3
2

55  x
                    …(iv)

โดยกัารแป็ลง (iii) เราจุะได้ y≤− +1
3

20  x
                    …(v)

สำาหรับั่จุดุเส้นขอบ่เขตของจุดุตัด ( iv) และ (v) จุงแก้ั 
3 2 110
3 60

x y
x y
+ =
+ =






                             เพ่ิ�อจุะได้ 

(x, y)=(30, 10)

โดเมื่นทีั้�แสดงโดยระบ่บ่อสมื่กัารอยู่ด้านใน
และเส้นขอบ่ของสี�เหลี�ยมื่ทีั้�มีื่จุดุยอด 4 จุดุทีั้� 

(0, 0), (0, 20), 110
3
0  ,











           และ (30, 10)

ซึึ่�งก็ัค่ำอพ่ิ�นทีั้�แรเงาในรูป็ภาพิด้านขวา
k=2x+3y ถกูัแป็ลงเป็็น y x k=− +2

3 3    
ซึึ่�งก็ัค่ำอเส้นทีั้�มีื่คำวามื่ชััน - 2

3  
       และจุดุตัดแกัน Y ทีั้� k

  3
ดังนั�น ค่ำาของ k จุงึมีื่ค่ำาถึงค่ำาสูงสุดเม่ื่�อผ่่านจุดุ (30, 10)

ดังนั�น 2x+3y จุงึมีื่ค่ำาถึงค่ำาสูงสุดเม่ื่�อ x=30 และ y=10 ซึึ่�งก็ัค่ำอ 2×30+3×10=90

กัำาไรสูงสุดรวมื่ทัั้�งหมื่ดถึง 900,000 ดอลลาร์ เม่ื่�อผ่ลิต
สินค้ำา A จุำานวน 30 ต้น และสินค้ำา B จุำานวน 10 ต้น

O

(30,10)
20

X

Y

110
3

y=- x+553
2

y=- x+201
3
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กัารพิิสูจุน์โดยใชั้ โดเมื่น
ส้ำ�หรื่บั 2 เง่�อนไข p และ q โดยส้มื่มื่ติ่ว�่ P ทั�งหมื่ดนั�นต่รงกับัเง่�อนไข p และ Q ทั�งหมื่ดนั�นต่รงกับัเง่�อนไข q แลว้
ร�ยกั�รต่่อไปนี�จำง่ถูกูัต้่อง

 ห�กั x y2 2 4+ <                   แลว้ x y2 2 9+ <

ห�กัเร�ส้�มื่�รถูแส้ดงได้ว�่ PÌQ นั�นถูกูัต้่องส้ำ�หรื่บัเซต่ P ที�ต่รงกับัเง่�อนไข 
p:x y2 2 4+ <                   และเซต่ Q ที�ต่รงกับัเง่�อนไข q:x y2 2 9+ <                   
เร�จำง่ส้�มื่�รถูพิิส้จูำน์ได้ว�่ห�กั x y2 2 4+ <                   แลว้ x y2 2 9+ <

ด้วยเหต่นีุ� เร�จำง่ใช้ื่แผนภ�พิเพ่ิ�อแส้ดงว�่โดเมื่นของเซต่ P รวมื่อยู่ในโดเมื่น
ของเซต่ Q

 พิิส้จูำน์ว�่ห�กั x y2 2+           ≤1 แลว้ x+y≤2

[กั�รพิิส้จูำน์]

ส้มื่มื่ติ่ว�่โดเมื่น P แส้ดงโดยอส้มื่กั�ร x y2 2+           ≤1 และโดเมื่น Q
แส้ดงโดยอส้มื่กั�ร x+y≤2

ต่�มื่ที�แส้ดงในรปูภ�พิด้�นขว� P อยูที่�ด้�นในและเส้้นรอบวงกัลมื่ 
x y2 2+           =1 และ Q อยูด้่�นบนและด้�นล�่งเส้้น y=-x+2

นอกัจำ�กันี� x y2 2+           =1 และ y=-x+2 นั�นไม่ื่มีื่จำดุตั่ด
ดังนั�น PÌQ จำง่ถูกูัต้่อง
ดังนั�น ห�กั x y2 2+           ≤1 แลว้ x+y≤2 จำง่ถูกูัต้่อง

เพ่ือทําความเขา้ใจเก่ียวกับการพิสจูน์โดยใช้โดเมนท่ีแสดงโดยอสมการ

หากั p แล้ว q Û PÌQ

P

Q

O

3

3

2

2 X

Y

y=-x+2

O

2

21

1

x 2+y 2=1

X

Y

โดเมื่นทีั้�แสดงโดยอสมื่กัาร ((44))โดเมื่นทีั้�แสดงโดยอสมื่กัาร โดเมื่นทีั้�แสดงโดยอสมื่กัาร โดเมื่นทีั้�แสดงโดยอสมื่กัาร โดเมื่นทีั้�แสดงโดยอสมื่กัาร โดเมื่นทีั้�แสดงโดยอสมื่กัาร โดเมื่นทีั้�แสดงโดยอสมื่กัาร โดเมื่นทีั้�แสดงโดยอสมื่กัาร โดเมื่นทีั้�แสดงโดยอสมื่กัาร โดเมื่นทีั้�แสดงโดยอสมื่กัาร โดเมื่นทีั้�แสดงโดยอสมื่กัาร 
รูปทรงและสมการ: โลไคและโดเมนรูปทรงและสมการ: โลไคและโดเมน
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 พิิส้จูำน์ว�่ห�กั x y2 2+           ≤4 แลว้ 3x+4y≤10

[กัารพิิสูจุน์]
สมื่มื่ติวา่โดเมื่น P
แสดงโดยอสมื่กัาร x y2 2+            ≤4
และโดเมื่น Q แสดงโดยอสมื่กัาร 3x+4y≤10
ตามื่ทีั้�แสดงในรูป็ภาพิด้านขวา P อยู่ด้านใน
และเส้นรอบ่วงกัลมื่ x y2 2+            =4

Q อยู่ด้านบ่นและด้านล่างเส้น y x=− +
3
4

5
2    

นอกัจุากันี� x y2 2+            =4 และ y x=− +
3
4

5
2                 ยังสัมื่ผั่สกัันทีั้�จุดุ 1 จุดุ

ดังนั�น PÌQ จุงึถกูัต้อง
ดังนั�น หากั x y2 2+            ≤4 แล้ว 3x+4y≤10 จุงึถกูัต้อง

y=- x+3
4

5
2

( , )6
5

8
5

10
3

5
2

O 2

2
X

Y

x 2+y 2=4
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พิาราโบ่ลาและโดเมื่น
ห�กัเร�กัำ�หนดให้พิ�ร�โบล� y=f(x) เป็น C แลว้ส้ำ�หรื่บัโดเมื่นที�แส้ดงโดยอส้มื่กั�ร y>f(x) และ y<f(x) เร�ส้�มื่�รถู
ห�ร�ยกั�รต่่อไปนี� ได้

ในทั�งส้องโดเมื่น ( i ) และ (ii) เส้้นขอบเขต่ค่ือพิ�ร�โบล� C และเม่ื่�อเร�รวมื่เคืรื่่�องหมื่�ยเท่�กับัใน y≥f(x) เร�จำง่
ส้�มื่�รถูรวมื่จำดุบนพิ�ร�โบล� C ได้
proof

ใช้ื่เคืรื่่�องคิืดเลขวทิย�ศ�ส้ต่รื่เ์พ่ิ�อต่รวจำส้อบโดเมื่น P ของ y≥ x 2   และโดเมื่น Q ของ y≤x 2   (ทั�งส้องโดเมื่นมีื่เส้้น
ขอบเขต่)

กัด w เลอ่กั [Table (ตั�ร�ง)] กัด | แลว้ล�้งขอ้มื่ลูกัอ่นหน้�โดยกั�รกัด W

กัด I เลอ่กั [Define f(x)/g(x) (กำ�หันดค่ำ� f(x)/g(x))] กัด | เลอ่กั [Define f(x) (กำ�หันดค่ำ� f(x))] กัด |

หลงัจำ�กัป้อน f(x)=x 2   แลว้ ให้กัด B

กัด I เลอ่กั [Table Range (ช่ีวงตั�ร�ง)] กัด |

หลงัจำ�กัป้อน [Start (เร่�มต้ัน):-2, End (สิ�นสุด):1, Step (ขัั้�น):1]

แลว้ ให้เลอ่กั [Execute (ดำ�เนินก�ร)] กัด B

กัด q[ ส้แกันคิำวอ�ร์โค้ำดเพ่ิ�อแส้ดงกัร�ฟ

นอกัจำ�กันี� ให้แต่ะแผ่นง�นฟังกัชั์ื่น และป้อน y≥x 2   และ y≤x 2

เพ่ือทําความเขา้ใจเก่ียวกับโดเมนท่ีกําหนดขอบเขตโดยพาราโบลา

( i ) โดเมื่นทีั้�แสดงโดยอสมื่กัาร y>f(x)
® ด้านบ่นพิาราโบ่ลา C

(ii) โดเมื่นทีั้�แสดงโดยอสมื่กัาร y<f(x)
® ด้านล่างพิาราโบ่ลา C

โดเมื่นทีั้�แสดงโดยอสมื่กัาร ((55))โดเมื่นทีั้�แสดงโดยอสมื่กัาร โดเมื่นทีั้�แสดงโดยอสมื่กัาร โดเมื่นทีั้�แสดงโดยอสมื่กัาร โดเมื่นทีั้�แสดงโดยอสมื่กัาร โดเมื่นทีั้�แสดงโดยอสมื่กัาร โดเมื่นทีั้�แสดงโดยอสมื่กัาร โดเมื่นทีั้�แสดงโดยอสมื่กัาร โดเมื่นทีั้�แสดงโดยอสมื่กัาร โดเมื่นทีั้�แสดงโดยอสมื่กัาร โดเมื่นทีั้�แสดงโดยอสมื่กัาร 
รูปทรงและสมการ: โลไคและโดเมนรูปทรงและสมการ: โลไคและโดเมน
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  ว�ดโดเมื่นที�แส้ดงโดยอส้มื่กั�ร y> − +x 2 1            นอกัจำ�กันี� ให้พิิจำ�รณี�ว�่โดเมื่นมีื่เส้้นขอบเขต่หรื่อ่ไม่ื่
เส้้นขอบเขต่ y=− +x 2 1            แส้ดงพิ�ร�โบล�คืวำ��ที�มีื่จำดุยอดอยูที่� (0, 1) และ
แกันอยูที่� x=0

โดเมื่นที�แส้ดงโดยอส้มื่กั�รนี�จำง่อยูที่�ด้�นบนพิ�ร�โบล� y=− +x 2 1            ซ่�งกัค่็ือ
พ่ิ�นที�แรเง�ในรปูภ�พิด้�นขว�
อย่�งไรกัต็่�มื่ ไม่ื่รวมื่เส้้นขอบเขต่

ไม่ื่รวมื่เส้นขอบ่เขต

  ว�ดโดเมื่นที�แส้ดงโดยอส้มื่กั�ร y≤− + −x x2 2 2                     นอกัจำ�กันี� ให้พิิจำ�รณี�ว�่โดเมื่นมีื่เส้้นขอบเขต่หรื่อ่ไม่ื่

y=-x 2+1

-1
O

1

1

X

Y

เส้นขอบ่เขต y=− + −x x2 2 2                        =- - -( )x 1 12                         
แสดงพิาราโบ่ลาคำวำ�าทีั้�มีื่จุดุยอดอยู่ทีั้� (1, -1) และ
แกันอยู่ทีั้� x=1

โดเมื่นทีั้�แสดงโดยอสมื่กัารนี�จุงึอยู่ทีั้�ด้านล่าง
พิาราโบ่ลา y=- - -( )x 1 12                         ซึึ่�งก็ัค่ำอพ่ิ�นทีั้�แรเงาใน
รูป็ภาพิด้านขวา
อย่างไรก็ัตามื่ รวมื่เส้นขอบ่เขต
 รวมื่เส้นขอบ่เขต

y=-x 2+2x-2

O
1

-1

X
Y


