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แผนการจัดการเรียนรู้ 

รายวิชาคณิตศาสตร์เพิ่มเติม       ชั้นมัธยมศึกษาปีท่ี 5 
หน่วยการเรียนรู้ สามเหลี่ยมนโปเลียน 
เรื่อง การประยุกต์ใช้ตัวเลขบนระนาบเชิงซ้อน (ขั้นสูง)               เวลา 50 นาที 
................................................................................................................................................................... 
ผลการเรียนรู้ 
เข้าใจจ านวนเชิงซ้อนและใช้สมบัติของจ านวนเชิงซ้อนในการแก้ปัญหา 
 
สาระส าคัญ 
1. รูปเชิงขั้วของจ านวนเชิงซ้อน 
   ถ้า 𝑧 = 𝑥 + 𝑦𝑖  เป็นจ านวนเชิงซ้อนที่ไม่เป็นศูนย์ จะสามารถเขียนแสดง z ด้วยเวกเตอร์ในระนาบเชิงซ้อน    
   ได้ดังนี ้

 
   เมื่อก าหนดให้ r แทนระยะทางระหว่างจุดก าเนิด O กับ z และ 𝜃 เป็นขนาดของมุม ซึ่งถ้าวัดมุมทวนเข็ม 
   นาฬิกาจากแกน X ทางด้านบวกไปยัง 𝑂𝑧⃑⃑⃑⃑  ⃑ จะได้ 𝜃 > 0 และถ้าวัดมุมตามเข็มนาฬิกาจากแกน X ทางด้าน 
   บวกไปยัง 𝑂𝑧⃑⃑⃑⃑  ⃑ จะได้ 𝜃 < 0 และได้ความสัมพันธ์ดังนี้ 
  𝑥 = 𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃 และ 𝑦 = 𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃 

   นอกจากนี ้ยังได้ความสัมพันธ์ที่ท าให้หา r และ 𝜃 จาก x และ y ดังนี้ 
𝑟 = |𝑧| = √𝑥2 + 𝑦2 และ 𝑡𝑎𝑛𝜃 =

𝑦

𝑥
  เมื่อ 𝑥 ≠ 0 

   ดังนั้น อาจเขียนจ านวนเชิงซ้อน z ในรูป r และ 𝜃 ได้ดังนี ้ 
 𝑧 = 𝑟(𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑖𝑠𝑖𝑛𝜃)   
   การเขียนจ านวนเชิงซ้อนในรูป 𝑟(𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑖𝑠𝑖𝑛𝜃)  เรียกว่า รูปเชิงขั้วของ z  
   และเรียก 𝜃 ว่า อาร์กิวเมนต์ของ z 
2. ทฤษฎีบท 
   ให้ 𝑧1 = 𝑟1(cos 𝜃1 + 𝑖𝑠𝑖𝑛𝜃1) และ 𝑧2 = 𝑟2(cos 𝜃2 + 𝑖𝑠𝑖𝑛𝜃2) โดยที่ 𝑧1 ≠ 0 และ 𝑧2 ≠ 0 

    จะได้ว่า 
1) 𝑧1𝑧2 = 𝑟1𝑟2(cos(𝜃1 + 𝜃2) + 𝑖𝑠𝑖𝑛(𝜃1 + 𝜃2)) 

2) 1

𝑧2
=

1

𝑟2
(cos 𝜃2 − 𝑖𝑠𝑖𝑛𝜃2)  
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3) 𝑧1

𝑧2
=

𝑟2

𝑟2
(cos(𝜃1 − 𝜃2) + 𝑖𝑠𝑖𝑛(𝜃1 − 𝜃2)) 

4) 𝑧1̅ = 𝑟1(cos(−𝜃1) + 𝑖𝑠𝑖𝑛(−𝜃2)) 

 
จุดประสงค์การเรียนรู้ 
1. เข้าใจความหมายเชิงกราฟของผลคูณของจ านวนเชิงซ้อน 
2. เข้าใจประโยชน์ของจ านวนเชิงซ้อนโดยการประยุกต์ใช้ความรู้เกี่ยวกับจ านวนเชิงซ้อนในปัญหาเชิงตัวเลข   

ในชีวิตประจ าวัน 
 
สรุปหัวข้อ 
กิจกรรมที ่1: เรียงล าดับเงื่อนไขท่ีจ าเป็นเพ่ือยืนยันว่าสามเหลี่ยมนโปเลียนเป็นรูปสามเหลี่ยมด้านเท่า  
กิจกรรมที ่2: แทนค่าเฉพาะและตรวจสอบว่าสามเหลี่ยมนโปเลียนมีด้านเท่ากันหมดหรือไม่ 
 
สื่อการเรียนรู้ 
เครื่องค านวณวิทยาศาสตร์ และใบกิจกรรม  
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กระบวนการจัดการเรียนรู้ 
บทน า 

ในบทเรียนนี้ ผู ้เร ียนจะได้เรียนรู ้เกี ่ยวกับความหมายเชิงกราฟของจ านวนเชิงซ้อน และจะได้
ประยุกต์ใช้ความรู้เกี่ยวกับจ านวนเชิงซ้อน เพ่ือเรียนรู้และท าความเข้าใจถึงประโยชน์ของจ านวนเหล่านี้ผ่านสื่อ
เรื่องสามเหลี่ยมนโปเลียน  

กิจกรรมที่ 1  เรียงล าดับเงื่อนไขต่าง ๆ ที่จ าเป็นเพื่อยืนยันว่าสามเหลี่ยมนโปเลียนเป็นรูปสามเหลี่ยม
ด้านเท่า 

กิจกรรมที่ 2  แทนค่าเฉพาะและตรวจสอบว่าสามเหลี่ยมนโปเลียนมีด้านเท่ากันหมดหรือไม่ 
 
กิจกรรมที ่1 
เรียงล าดับขั้นตอนที่จ าเป็นเพื่อยืนยันว่าสามเหลี่ยมนโปเลียนเป็นรูปสามเหลี่ยมด้านเท่า 
 

・อธิบายเกี่ยวกับสามเหลี่ยมนโปเลียน 

สามเหลี่ยมนโปเลียนสร้างจาก △ABC ใด ๆ โดยการวาดรูปสามเหลี่ยม

ด้านเท่าสามรูปขนาดเท่ากับท่ีอยู่ภายนอก △ABC โดยใช้ด้านแต่ละด้าน 
 
รูปสามเหลี่ยมที่ได้จากการลากเส้นเชื่อมจุดศูนย์กลางของรูปสามเหลี่ยมด้านเท่า 
ทั้งสามนี้จะเป็นรูปสามเหลี่ยมด้านเท่า ซ่ึงเรียกว่า สามเหลี่ยมนโปเลียน 
 
 
 
 

・น าเสนอปัญหาส าหรับบทเรียนนี้แก่ผู้เรียน 
ค าถาม สามเหลี่ยมนโปเลียนมีด้านเท่ากันหมดจริงหรือไม่  

ลองพิจารณาวิธีการ เพ่ือหาค าตอบ 
 

・ก าหนดล าดับขั้นตอนเพ่ือยืนยันว่ารูปสามเหลี่ยมมีด้านเท่ากันหมด 

ก าหนดใหรู้ปสามเหลี่ยมด้านเท่าท่ีสร้างข้ึนภายนอก △ABC คือ △ABD, △BCE และ △CAF ดังที่แสดง  
ในรูป และให้จุดศูนย์กลางของรูปสามเหลี่ยมเหล่านี้คือ X, Y และ Z ตามล าดับ 
 
 

※ แหล่งข้อมูลบางแห่งให้
เครดิตนโปเลียน โบนาปาร์ต 
ในการค้นพบรูปสามเหลี่ยม
เหล่านี้ 

 

ถ ้าม ี เวลาเพ ียงพอ ผ ู ้สอนให้
ผู้เรียนลองคิดหาวิธีที่จะยืนยันว่า
รูปสามเหลี่ยมนี้คือรูปสามเหลี่ยม
ด้านเท่า 
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(1) สามารถตรวจสอบอะไรเพื่อยืนยันว่า △XYZ เป็นรูปสามเหลี่ยมด้านเท่า 
 
XY = YZ = ZX หรือ 

∠XYZ = ∠YXZ = 
𝜋

3
 หรือ 

XY = XZ และ ∠YXZ = 
𝜋

3
 ได้เช่นกัน 

 

 

(2) จะพิสูจน์ว่า XY = YZ = ZX ได้อย่างไร (สมมติว่าทราบพิกัดของจุด A, B และ C) 
 
จ าเป็นต้องค านวณพิกัดของจุด X, Y และ Z จากพิกัดของจุด A, B และ C แล้วแสดงว่าระยะทางระหว่างจุด
เหล่านั้นเท่ากัน 
 
(3) จะค านวณพิกัดของจุด X ได้อย่างไร 
 
พิกัดจุด X สามารถหาได้โดยใช้ความสัมพันธ์ระหว่างจุดศูนย์กลางกับจุดยอดของรูปสามเหลี่ยม  
( X = (A+B+D)/3 ) โดยใช้พิกัดของจุด A, B และ D (จุด Y และ Z สามารถหาได้ในท านองเดียวกัน) 
(ค าอธิบายเพ่ิมเติม) 
ให้จุดยอดของรูปสามเหลี่ยม ABC แทนด้วยพิกัด 𝑧𝐴, 𝑧𝐵  และ 𝑧𝐶  
และให้จุดศูนย์กลาง G แทนด้วยพิกัด 𝑧𝐺 

 

พิกัดของจุดกึ่งกลาง 𝑀(𝑧𝑀) ของด้าน BC ถูกก าหนดโดย 
𝑧𝑀 =

𝑧𝐵+𝑧𝐶

2
  

และเนื่องจาก G คือจุดบนส่วนของเส้นตรง AM ที่ถูกแบ่งด้วย
อัตราส่วน 2:1 

 

𝑧𝐺  =
 1 × 𝑧𝐴 + 2 × 𝑧𝑀

 2 +  1 
=

𝑧𝐴 + (𝑧𝐵 + 𝑧𝐶)

3
=

𝑧𝐴 + 𝑧𝐵 + 𝑧𝐶

3
 

 

 
 
 
 

ผู้สอนให้ผู้เรียนคิด
เกี่ยวกับเงื่อนไขในการ
สร้างรูปสามเหลี่ยมด้าน
เท่า 

 

ถ้าจ าเป็น ให้ผู้สอน
อธิบายด้วยค าอธิบาย
เพ่ิมเติม 
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(4) จะค านวณพิกัดของจุด D ได้อย่างไร (สมมติว่าทราบพิกัดของจุด A, B และ C) 
 
บนระนาบ XY สามารถค านวณค่าจากความสัมพันธ์ระหว่างจุดกับเส้นต่าง ๆ ได้ แต่ขั้นตอนมีความยุ่งยากและ
ใช้เวลา 
➡ นี่คือจุดที่จะแนะน าแนวคิดเกี่ยวกับระนาบเชิงซ้อน 
 
(5) จะค านวณหาจ านวนเชิงซ้อน 𝒛𝑫 ซึ่งแทนจุด D โดยแนะน าแนวคิดเกี่ยวกับ
ระนาบของจ านวนเชิงซ้อนได้อย่างไร (สมมติว่าทราบพิกัดของจุด A, B และ C) 
 
 
 
พิจารณาข้อเท็จจริงที่ว่า การคูณจ านวนเชิงซ้อนจะเป็นการหมุน 

ซ่ึงสามารถค านวณค่าจ านวนเชิงซ้อน 𝑧𝐷 ที่แทนจุด D ได้ 
หากพิจารณาค่านี้ในฐานะจุด A ที่ถูกหมุน 𝜋

3
 หน่วยรอบจุด B 

 
 
 
 
 
 

・ต่อมา ทบทวนการคูณจ านวนเชิงซ้อนและการหมุนรอบจุดก าเนิด 

    เมื่อ 𝑧1 = 𝑟1(cos 𝜃1 + 𝑖 sin 𝜃1) และ 𝑧2 = 𝑟2(cos 𝜃2 + 𝑖 sin 𝜃2) 

ผลคูณของจ านวนเชิงซ้อน 

 𝑧1𝑧2 = 𝒓𝟏𝒓𝟐 (𝒄𝒐𝒔(𝜽𝟏＋𝜽𝟐) + 𝒊 𝒔𝒊𝒏 (𝜽𝟏＋𝜽𝟐))  

 
ความหมายเชิงกราฟของผลคูณของจ านวนเชิงซ้อน 
จุด 𝑧1𝑧2 คือจุดที่ได้จากการหมุน 𝑧1 เป็นมุม 𝜃2 ทวนเข็มนาฬิการอบ
จุดก าเนิด O  และก าหนดความยาวของส่วนของเส้นตรงเป็น 𝒓𝟏𝒓𝟐 

 
 
 
 
 

※ ผู้สอนให้ค าอธิบายเพิ่มเติมว่า z ในแผนภาพ
จะแทนค่าของจ านวนเชิงซ้อน (a + bi) 
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หมุนจุด 𝑧1 รอบจุดก าเนิดเป็นมุม 𝜃2 โดยไม่เปลี่ยนความยาว 
ของส่วนของเส้นตรง 
คูณ 𝑧1 ด้วย 𝒛𝟐 = 𝟏 ∙ (𝒄𝒐𝒔𝜽𝟐 + 𝒊𝒔𝒊𝒏 𝜽𝟐) (𝒓𝟐 = 𝟏) 

 

𝑧1𝑧2 = 𝒛𝟏 × 𝟏 ∙ (𝒄𝒐𝒔 𝜽𝟐 + 𝒊𝐬𝐢𝐧 𝜽𝟐)   ……….★ 
 

𝑧1𝑧2 = 𝒓𝟏(𝒄𝒐𝒔 𝜽𝟏 + 𝒊𝐬𝐢𝐧 𝜽𝟏) × 1∙ (𝒄𝒐𝒔 𝜽𝟐 + 𝒊𝐬𝐢𝐧 𝜽𝟐)   

𝑧1𝑧2 = 𝒓𝟏 (𝒄𝒐𝒔(𝜽𝟏＋𝜽𝟐) + 𝒊 𝒔𝒊𝒏 (𝜽𝟏＋𝜽𝟐))  

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
   ① หมุน 𝒛𝑸 เป็นมุม 𝜽 รอบจุดก าเนิด 
 
 

 

※ สมการนี้คือรูปทั่วไปของสมการ ★ ข้างต้น 
 

      ② หมุน 𝒛𝑸 เป็นมุม 𝜽 รอบจุด 𝒛𝑷 
เช่นเดียวกับการแปลง 𝑧𝑃 เป็นจุดก าเนิดดังรูป จุด 𝑧𝑄 และ 𝑧𝑅 ถูกแปลงเป็นจุดใหม่  𝑧′𝑄 และ 𝑧′𝑅 ดังที่
แสดงด้านล่าง 

𝑧′𝑄 = 𝑧𝑄 − 𝑧𝑃 
𝑧′𝑅 = 𝑧𝑅 − 𝑧𝑃 

 
เขียนแสดงค่าโดยใช้ความสัมพันธ์ที่ได้ในข้อ ① จะได้ว่า 

𝑧′𝑅 = 𝑧′𝑄 (𝑐𝑜𝑠 𝜃 + 𝑖𝑠𝑖𝑛 𝜃) 
 

𝒛𝑹 − 𝒛𝑷 = (𝒛𝑸 −  𝒛𝑷) (𝒄𝒐𝒔 𝜽 + 𝒊𝐬𝐢𝐧 𝜽) 

𝑧𝑅 = 𝑧𝑄 (𝑐𝑜𝑠 𝜃 + 𝑖𝑠𝑖𝑛 𝜃) 
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(6) ถ้ามองจุด D เป็นจุดที่ได้จากการหมุนจุด A รอบจุด B 

ด้วยมุม 𝝅
𝟑
 เราจะใช้สูตรในข้อ ② เขียนแสดงจ านวนเชิงซ้อน 

ที่แทนจุด D ได้อย่างไร 

 
𝒛𝑫 − 𝒛𝑩 = (𝒛𝑨 −  𝒛𝑩) (𝒄𝒐𝒔

𝝅

𝟑
+ 𝒊𝐬𝐢𝐧 

𝝅

𝟑
) 

 𝒛𝑫 = (𝒛𝑨 −  𝒛𝑩) (𝒄𝒐𝒔
𝝅

𝟑
+ 𝒊𝐬𝐢𝐧 

𝝅

𝟑
) + 𝒛𝑩 

 
(7) ในท านองเดียวกัน จะเขียนแสดงจ านวนเชิงซ้อนที่แทนจุด E และ F ได้อย่างไร 

 
𝒛𝑬 − 𝒛𝑪 = (𝒛𝑩 −  𝒛𝑪) (𝒄𝒐𝒔

𝝅

𝟑
+ 𝒊𝐬𝐢𝐧 

𝝅

𝟑
) 

𝒛𝑬 = (𝒛𝑩 −  𝒛𝑪) (𝒄𝒐𝒔
𝝅

𝟑
+ 𝒊𝐬𝐢𝐧 

𝝅

𝟑
) + 𝒛𝑪 

 

𝒛𝑭 − 𝒛𝑨 = (𝒛𝑪 −  𝒛𝑨) (𝒄𝒐𝒔
𝝅

𝟑
+ 𝒊𝐬𝐢𝐧 

𝝅

𝟑
) 

𝒛𝑭 = (𝒛𝑪 −  𝒛𝑨) (𝒄𝒐𝒔
𝝅

𝟑
+ 𝒊𝐬𝐢𝐧 

𝝅

𝟑
) + 𝒛𝑨 

 
 
 
 
 
กิจกรรมที ่2 
กิจกรรมนี้ จะแทนค่าเฉพาะและใช้เครื่องค านวณวิทยาศาสตร์เพ่ือยืนยันว่าสามเหลี่ยมนโปเลียนเป็นรูปสามเหลี่ยม
ด้านเท่าหรือไม ่
 
ยืนยันว่าสามเหลี่ยมนโปเลียนเป็นรูปสามเหลี่ยมด้านเท่า เมื่อค่าของ 
A(𝑧𝐴), B(𝑧𝐵), และ C(𝑧𝐶) มีค่าต่อไปนี้ 
  𝑧𝐴 = 2 + 3𝑖，𝑧𝐵 = 1 + 𝑖，𝑧𝐶  = 5 + 2𝑖 
 
 
 
ก่อนแก้ปัญหา ให้ปรับการตั้งค่าบนเครื่องค านวณวิทยาศาสตร์ 
 
 

ผู้สอนแนะน าผู้เรียนว่า ต้องใช้เครื่องค านวณ
วิทยาศาสตร์ในโหมด ขั ้นสูง (Complex) 
และตั้งค่าหน่วยของมุมเป็นเรเดียนก่อนเสมอ  
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w, เลือก [ขั้นสูง [Complex], | 

 
 
 

ตั้งค่าหน่วยของมุมเป็นเรเดียน 
L, เลือก [ตั้งค่าการค านวณ Calc Settings], | 

เลือก [หน่วยของมุม [Angle Unit], |, เลือก [เรเดียน [Radian], |, C 

 
 
 
 

ตรวจสอบว่า “i” ที่ระบุโหมด ขั้นสูง (Complex) และ “R” ที่ระบุโหมด เรเดียน (Radian) ปรากฏบนจอ 
 
(8) เก็บค่า 𝒛𝑨 = 𝟐 + 𝟑𝒊, 𝒛𝑩 = 𝟏 + 𝒊, และ 𝒛𝑪 = 𝟓 + 𝟐𝒊  ในฐานะตัวแปร A, B และ C บนเครื่อง
ค านวณวิทยาศาสตร์ 
 
'2+3q9B 
$1+q9B$5+2q9B` 

 

(9) เก็บค่า 𝒛𝑫 ในฐานะตัวแปร D บนเครื่องค านวณวิทยาศาสตร์ 
 
จากข้อ (6) 
ทราบว่า 𝑧𝐷 = (𝑧𝐴 −  𝑧𝐵) (𝑐𝑜𝑠

𝜋

3
+ 𝑖𝑠𝑖𝑛 

𝜋

3
) + 𝑧𝐵 

ดังนั้น ป้อนค่า (𝐴 − 𝐵) (𝑐𝑜𝑠
𝜋

3
+ 𝑖𝑠𝑖𝑛 

𝜋

3
) + 𝐵 ในโหมด ขั้นสูง (Complex)  

(q4pq5)(kq7a3$)+q9jq7a3$))+q5
B 
 

 
 
เก็บค่าที่ค านวณได้ในฐานะค่า D 
'R$|, เลือก [Store], | (𝑧𝐷 ถูกเก็บในฐานะค่า D) 
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(10) เก็บค่า 𝒛𝑬 และ 𝒛𝑭 ในฐานะตัวแปร E และ F บนเครื่องค านวณวิทยาศาสตร์ 
จากข้อ (7) จะได้ว่า 
𝒛𝑬 = (𝒛𝑩 −  𝒛𝑪) (𝒄𝒐𝒔

𝝅

𝟑
+ 𝒊𝐬𝐢𝐧 

𝝅

𝟑
) + 𝒛𝑪  

𝒛𝑭 = (𝒛𝑪 −  𝒛𝑨) (𝒄𝒐𝒔
𝝅

𝟑
+ 𝒊𝐬𝐢𝐧 

𝝅

𝟑
) + 𝒛𝑨 

 

ในโหมด ขั้นสูง (Complex) ป้อนค่า (B − C) (𝑐𝑜𝑠
𝜋

3
+ 𝑖𝑠𝑖𝑛 

𝜋

3
) + C 

(q5pq6)(kq7a3$)+q9jq7a3$))+q6
B'RR||  

 
(𝑧𝐸 ถูกเก็บในฐานะค่า E) 
 

 
 
 

 
 

 
ในโหมด ขั้นสูง (Complex)  

ป้อนค่า (C − A) (𝑐𝑜𝑠
𝜋

3
+ 𝑖𝑠𝑖𝑛 

𝜋

3
) + A 

(q6pq4)(kq7a3$)+q9jq7a3$))+q4
B'RR$||   

 

(𝑧𝐹 ถูกเก็บในฐานะค่า F) 
 

 

 
 
(11) ใช้ตัวแปร A, B, C, D, E และ F ที่ถูกเก็บค่าในเครื่องค านวณวิทยาศาสตร์หาจ านวนเชิงซ้อน 𝒛𝑿,

𝒛𝒀, และ 𝒛𝒛 ที่แทน X, Y, และ Z 
 

จาก (3) ป้อนค่า A+B+D

3
  ในฐานะค่าของ 𝑧𝑋 ในเครื่องค านวณวิทยาศาสตร์และ

เก็บไว้ในฐานะค่า 𝑥 

 
(q4+q5+q1)a3B 
 
 
 
 
 
 

นิพจน์ที่คล้ายกันได้จากข้อ (9) ดังนั้น 
สามารถเปลี่ยนค่าที่ป้อนส าหรับตัวแปร 
A, B และ C 
 

นิพจน์ที ่คล้ายกันได้จากข้อ (9) 
ดังนั้น สามารถเปลี่ยนค่าที่ป้อน
ส าหรับตัวแปร A, B และ C 
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'RRR|| (𝑧𝑋 ถูกเก็บในฐานะค่า X) 
 
 
 
 

ในท านองเดียวกัน ป้อนค่า 𝐵+𝐶+𝐸

3
 และ A+C+𝐹

3
 ในฐานะค่าของ 𝑧𝑌 และ 𝑧𝑍 และเก็บค่าไว้ในฐานะ 𝑦 และ  𝑧 

 

 

 
 

               ค่าของ Y                        ค่าของ Z 
 

(12) ใช ้𝒛𝑿, 𝒛𝒀 และ 𝒛𝒛 เขียนแสดงความยาวแต่ละด้านของ △XYZ 

เมื่อเขียนแสดงค่าโดยใช้ค่าของจ านวนเชิงซ้อน 𝑧𝑋 ,  𝑧𝑌 และ 𝑧𝑧 ความยาวของด้าน  XY, YZ และ ZX จะแสดง
ได้ดังนี้ 

𝐗𝐘 = |𝒛𝑿 − 𝒛𝒀|,   𝐘𝐙 = |𝒛𝒀 − 𝒛𝒁|,   𝐙𝐗 = |𝒛𝒁 − 𝒛𝑿| 
 

ค านวณความยาวของแต่ละด้านโดยใช้ตัวแปร 𝑥,  𝑦 และ 𝑧 ที่เก็บค่าไว้ในเครื่องค านวณวิทยาศาสตร์  
T, เลือก [Numeric Calc], |, เลือก [Absolute Value], | 
 

 
จากนั้นกด 

 

จะเห็นว่าทุกด้านมีความยาวเท่ากัน ดังนั้นยืนยันไดแ้ล้วว่า สามเหลี่ยมนโปเลียนเป็นรูปสามเหลี่ยมด้านเท่า 
 
 
 
 
 
 

q0pq.B  q.pqKB  qKpq0B 
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ทบทวน 1 
ลองยืนยันว่า ทฤษฎีนี้เป็นจริงส าหรับจุดยอดอ่ืน ๆ หรือไม่ โดยใช้
วิธีการเดียวกัน 
 
ทบทวน 2 
ยืนยันไดแ้ล้วว่าสามเหลี่ยมนโปเลียนเป็นรูปสามเหลี่ยมด้านเท่า
โดยใช้เงื่อนไขที่ว่าด้านทั้งสามของรูปสามเหลี่ยมด้านเท่าจะต้องมี
ความยาวเท่ากัน (XY=YZ=ZX) 
➡ ลองคิดเกี่ยวกับวิธีอ่ืน ๆ  เพ่ือยืนยันว่าสามเหลี่ยมนโปเลียนเป็นรูปสามเหลี่ยมด้านเท่าโดยใช้เงื่อนไขอ่ืน ๆ  
ที่ได้ในข้อ (1): ∠XYZ＝∠YXZ＝𝝅

𝟑
 หรือทั้ง XY＝XZ และ ∠YXZ＝𝝅

𝟑
 

 
ทบทวน 3 

ส าหรับ △ABC ใด ๆ ให้วาดรูปสามเหลี่ยมด้านเท่าที่อยู่ข้างใน △ABC โดยใช้แต่ละด้านของรูปสามเหลี่ยม 
เป็นที่ทราบกันว่ารูปสามเหลี่ยมที่เกิดจากการลากเส้นเชื่อมจุดศูนย์กลางของรูปสามเหลี่ยมด้านเท่าสามรูปนี้จะ
เป็นรูปสามเหลี่ยมด้านเท่าด้วยเช่นกัน  
➡ ลองใช้เครื่องค านวณวิทยาศาสตร์ยืนยันว่าทฤษฎีนี้เป็นจริงหรือไม่ โดยใช้วิธีการที่คล้ายคลึงกัน  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

จบบทเรียนด้วยค าถามเพิ ่มเติม
ส าหรับผู้เรียน เช่นค าถามทางซ้าย
นี ้เป ็นวิธ ีการกระตุ ้นให้ผ ู ้ เร ียน
พัฒนาความอยากรู้อยากเห็นของ
ตนเอง 
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ใบกิจกรรม 
 

 
มีรูปสามเหลี่ยมชนิดหนึ่งเรียกว่าสามเหลี่ยมนโปเลียน ซึ่งถูกนิยามดังต่อไปนี้ 
 

ส าหรับ △ABC ใด ๆ เมื ่อวาดรูปสามเหลี ่ยมด้านเท่าสามอันเท่า  ที ่อยู่

ภายนอก △ABC โดยใช้ด้านแต่ละด้าน รูปสามเหลี่ยมที่ได้จากการลากเส้นเชื่อมจุด
ศูนย์กลางของรูปสามเหลี่ยมด้านเท่าทั้งสามนี้จะเป็นรูปสามเหลี่ยมด้านเท่า ซึ่ง
เรียกว่าสามเหลี่ยมนโปเลียน 
 
ค าถาม สามเหลี่ยมนโปเลียนเป็นรูปสามเหลี่ยมด้านเท่าจริงหรือไม่ ลองพิจารณาวิธีการตรวจสอบสิ่งนี้ 
 
กิจกรรมที ่1 (ขั้นตอนการยืนยันว่าสามเหลี่ยมนโปเลียนเป็นรูปสามเหลี่ยมด้านเท่า)  

(1) สามารถตรวจสอบอะไรเพ่ือยืนยันว่า △XYZ เป็นรูปสามเหลี่ยมด้านเท่า 

XY = YZ = ZX (เงื่อนไขของรูปสามเหลี่ยมด้านเท่า), ∠XYZ = ∠YXZ = 
𝜋

3
 หรือทั้ง XY = XZ และ 

∠YXZ = 
𝜋

3
 หรืออ่ืน ๆ 

(2) จะพิสูจน์ว่า XY = YZ = ZX ได้อย่างไร (สมมติว่าทราบพิกัดของจุด A, B และ C) 

จ าเป็นต้องค านวณพิกัดของจุด X, Y และ Z จากพิกัดของจุด A, B และ C แลว้แสดงว่าระยะทาง
ระหว่างจุดเหล่านั้นเท่ากัน 

(3) จะค านวณพิกัดของจุด X ได้อย่างไร 

พิกัดจุด X สามารถหาได้โดยใช้ความสัมพันธ์ระหว่างจุดศูนย์กลางกับจุดยอดของรูปสามเหลี่ยม 

( X =
A+B+D

3
) โดยใช้พิกัดของจุด A, B และ D (จุด Y และ Z สามารถหาได้ในท านองเดียวกัน) 

(4) จะค านวณพิกัดของจุด D ได้อย่างไร (สมมติว่าทราบพิกัดของจุด A, B และ C) 

บนระนาบ XY สามารถค านวณค่าจากความสัมพันธ์ระหว่างจุดกับเส้นต่าง ๆ ได้ แต่ข้ันตอนมีความ
ยุ่งยากและใช้เวลา 
➡ นี่คือจุดที่จะแนะน าแนวคิดเกี่ยวกับระนาบเชิงซ้อน 

หน่วย ระนาบเชิงซ้อน หัวข้อ สามเหลี่ยมนโปเลียน 
ชื่อ  ชั้นเรียน  
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(ค าอธิบายเพ่ิมเติม)  
ให้จุดยอดของรูปสามเหลี่ยม ABC แทนด้วยจ านวนเชิงซ้อน 𝑧𝐴, 𝑧𝐵  และ 𝑧𝐶  
และให้จุดศูนย์กลาง G แทนด้วยจ านวนเชิงซ้อน 𝑧𝐺 

 

พิกัดของจุดกึ่งกลาง 𝑀(𝑧𝑀) ของด้าน BC ถูกก าหนดโดย 𝑧𝑀 =
𝑧𝐵+𝑧𝐶

2
  

และเนื่องจาก G คือจุดบนส่วนของเส้นตรง AM ทีถู่กแบ่งด้วยอัตราส่วน 2:1 

𝑧𝐺 ＝
 1 ×𝑧𝐴+2×𝑧𝑀

 2 + 1 
＝

𝑧𝐴+(𝑧𝐵+𝑧𝐶)

3
＝

𝑧𝐴+𝑧𝐵+𝑧𝐶

3
 

 
(5) จะค านวณหาพิกัดของจุด D โดยแนะน าแนวคิดเกี่ยวกับระนาบของจ านวนเชิงซ้อนได้อย่างไร  

(สมมติว่าทราบพิกัดของจุด A และ B) 
 

พิจารณาข้อเท็จจริงที่ว่า การคูณจ านวนเชิงซ้อนจะเป็นการหมุน  
ซ่ึงสามารถค านวณหาพิกัดจุด D ไดถ้้าพิจารณาค่านี้ในฐานะ 
จุด A ที่ถูกหมุน 𝜋

3
 หน่วยรอบจุด B 

 
ผลคูณของจ านวนเชิงซ้อน – การหมุนรอบจุดก าเนิด (ทบทวน)  

 
ให้ 𝑧1 = 𝑟1(cos𝜃1 + 𝑖 sin 𝜃1), and 𝑧2 = 𝑟2(cos 𝜃2 + 𝑖 sin 𝜃2) 
 
ผลคูณของจ านวนเชิงซ้อน 

𝑧1𝑧2 = 𝒓𝟏𝒓𝟐 (𝒄𝒐𝒔(𝜽𝟏＋𝜽𝟐) + 𝒊 𝒔𝒊𝒏 (𝜽𝟏＋𝜽𝟐))  

 
ความหมายเชิงกราฟของผลคูณของจ านวนเชิงซ้อน  
จุด 𝑧1𝑧2 คือจุดที่ได้จากการหมุน 𝑧1 เป็นมุม 𝜃2 ทวนเข็มนาฬิการอบจุดก าเนิด O   
และก าหนดความยาวของส่วนของเส้นตรงเป็น 𝒓𝟏𝒓𝟐 
 

หมุนจุด 𝑧1 รอบจุดก าเนิดเป็นมุม 𝜃2 โดยไม่เปลี่ยนความยาวของส่วนของเส้นตรง 
คูณ 𝑧1 ด้วย 𝒛𝟐 = 𝟏 ∙ (𝒄𝒐𝒔𝜽𝟐 + 𝒊𝒔𝒊𝒏 𝜽𝟐) (𝒓𝟐 = 𝟏)  
 

𝑧1𝑧2 = 𝒛𝟏 × 𝟏 ∙ (𝒄𝒐𝒔 𝜽𝟐 + 𝒊𝐬𝐢𝐧 𝜽𝟐)  ………★ 

𝑧1𝑧2 = 𝒓𝟏(𝒄𝒐𝒔 𝜽𝟏 + 𝒊𝐬𝐢𝐧 𝜽𝟏) × 1∙ (𝒄𝒐𝒔 𝜽𝟐 + 𝒊𝐬𝐢𝐧 𝜽𝟐)   

𝑧1𝑧2 = 𝒓𝟏 (𝒄𝒐𝒔(𝜽𝟏＋𝜽𝟐) + 𝒊 𝒔𝒊𝒏 (𝜽𝟏＋𝜽𝟐))  

A(𝑧𝐴) 

G(𝑧𝐺) 

M(𝑧𝑀) B(𝑧𝐵) 

C(𝑧𝐶) 

1 

① 

➁ 

1 

D(𝑧𝐷) A(𝑧𝐴) 

B(𝑧𝐵) 

𝜋

3
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① หมุน 𝒛𝑸 เป็นมุม 𝜽 รอบจุดก าเนิด 
 
 

※ สมการนี้คือรูปทั่วไปของสมการ ★ ในหน้าที่แล้ว 

 ② หมุน 𝒛𝑸 เป็นมุม 𝜽 รอบจุด 𝒛𝑷 

เช่นเดียวกับการแปลง 𝑧𝑃 เป็นจุดก าเนิดดังรูป จุด 𝑧𝑄 
และ 𝑧𝑅 ถูกแปลงเป็นจุดใหม่  𝑧′𝑄 และ 𝑧′𝑅 ดังที่
แสดงด้านล่าง 

𝑧′𝑄 = 𝑧𝑄 − 𝑧𝑃 
𝑧′𝑅 = 𝑧𝑅 − 𝑧𝑃 

 
เขียนแสดงค่าโดยใช้ความสัมพันธ์ที่ได้ในข้อ ① จะได้ว่า 

𝑧′𝑅 = 𝑧′𝑄 (𝑐𝑜𝑠 𝜃 + 𝑖𝑠𝑖𝑛 𝜃) 

 
𝒛𝑹 − 𝒛𝑷 = (𝒛𝑸 −  𝒛𝑷) (𝒄𝒐𝒔 𝜽 + 𝒊𝐬𝐢𝐧 𝜽) 

 

(6) ถ้ามองจุด D เป็นจุดที่ได้จากการหมุนจุด A รอบจุด B ด้วยมุม 𝜋
3
  

จะใช้สูตรในข้อ ② เขียนแสดงจ านวนเชิงซ้อนที่แทนจุด D ได้อย่างไร 

 

𝒛𝑫 − 𝒛𝑩 = (𝒛𝑨 −  𝒛𝑩) (𝒄𝒐𝒔
𝝅

𝟑
+ 𝒊𝐬𝐢𝐧 

𝝅

𝟑
) 

𝒛𝑫 = (𝒛𝑨 −  𝒛𝑩) (𝒄𝒐𝒔
𝝅

𝟑
+ 𝒊𝐬𝐢𝐧 

𝝅

𝟑
) + 𝒛𝑩 

 
 

 
 
(7) ในท านองเดียวกัน จะเขียนแสดงจ านวนเชิงซ้อนที่แทนจุด E และ F ได้อย่างไร 
 
𝒛𝑬 − 𝒛𝑪 = (𝒛𝑩 −  𝒛𝑪) (𝒄𝒐𝒔

𝝅

𝟑
+ 𝒊𝐬𝐢𝐧 

𝝅

𝟑
) 

𝒛𝑬 = (𝒛𝑩 −  𝒛𝑪) (𝒄𝒐𝒔
𝝅

𝟑
+ 𝒊𝐬𝐢𝐧 

𝝅

𝟑
) + 𝒛𝑪 

 

𝒛𝑭 − 𝒛𝑨 = (𝒛𝑪 −  𝒛𝑨) (𝒄𝒐𝒔
𝝅

𝟑
+ 𝒊𝐬𝐢𝐧 

𝝅

𝟑
) 

𝒛𝑭 = (𝒛𝑪 −  𝒛𝑨) (𝒄𝒐𝒔
𝝅

𝟑
+ 𝒊𝐬𝐢𝐧 

𝝅

𝟑
) + 𝒛𝑨 

𝑧𝑅 = 𝑧𝑄 (𝑐𝑜𝑠 𝜃 + 𝑖𝑠𝑖𝑛 𝜃) 
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กิจกรรมที่ 2 (ยืนยันโดยใช้การแทนค่า) 

ยืนยันว่าสามเหลี่ยมนโปเลียนเป็นรูปสามเหลี่ยมด้านเท่า เมื่อค่าของ A(𝑧𝐴), B(𝑧𝐵) และ C(𝑧𝐶) มีค่าต่อไปนี้  
 𝑧𝐴 = 2 + 3𝑖，𝑧𝐵 = 1 + 𝑖，𝑧𝐶  = 5 + 2𝑖 
 
 
 
ก่อนแก้ปัญหา ให้ปรับการตั้งค่าบนเครื่องค านวณวิทยาศาสตร์ 
 
w, เลือก [ขั้นสูง [Complex], | 

 
 
ตั้งค่าหน่วยของมุมเป็นเรเดียน 
L, เลือก [ตั้งค่าการค านวณ [Calc Settings], | 

 

 
เลือก [หน่วยของมุม [Angle Unit], |, เลือก [เรเดียน [Radian], |, C 

 
 
 
 

ตรวจสอบว่า “i” ที่ระบุโหมด ขั้นสูง (Complex) และ “R” ที่ระบุโหมด เรเดียน (Radian) ปรากฏบนจอ 

 
(8) เก็บค่า 𝑧𝐴 = 2 + 3𝑖, 𝑧𝐵 = 1 + 𝑖, และ 𝑧𝐶  = 5 + 2𝑖 ในฐานะตัวแปร A, B และ C บนเครื่องค านวณ
วิทยาศาสตร์ 
 
 

 
 
 

 
(9) เก็บค่า 𝑧𝐷 ในฐานะตัวแปร D บนเครื่องค านวณวิทยาศาสตร์ 

จากข้อ (6) 
ทราบว่า 𝑧𝐷 = (𝑧𝐴 −  𝑧𝐵) (𝑐𝑜𝑠

𝜋

3
+ 𝑖𝑠𝑖𝑛 

𝜋

3
) + 𝑧𝐵 

ดังนั้น ป้อนค่า (𝐴 − 𝐵) (𝑐𝑜𝑠
𝜋

3
+ 𝑖𝑠𝑖𝑛 

𝜋

3
) + 𝐵 ในโหมด ขั้นสูง (Complex) 
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(10) เก็บค่า 𝑧𝐸 และ 𝑧𝐹 ในฐานะตัวแปร E และ F บนเครื่องค านวณวิทยาศาสตร์ 

จากข้อ (7) จะได้ว่า 

𝒛𝑬 = (𝒛𝑩 −  𝒛𝑪) (𝒄𝒐𝒔
𝝅

𝟑
+ 𝒊𝐬𝐢𝐧 

𝝅

𝟑
) + 𝒛𝑪  

𝒛𝑭 = (𝒛𝑪 −  𝒛𝑨) (𝒄𝒐𝒔
𝝅

𝟑
+ 𝒊𝐬𝐢𝐧 

𝝅

𝟑
) + 𝒛𝑨 

ดังนั้น ป้อนค่า (B − C) (𝑐𝑜𝑠
𝜋

3
+ 𝑖𝑠𝑖𝑛 

𝜋

3
) + C ในโหมด ขั้นสูง (Complex) แล้วเก็บค่าที่ได้ในฐานะค่า E 

 

 
 
 

 
 

 

 
 

ป้อนค่า (C − A) (𝑐𝑜𝑠
𝜋

3
+ 𝑖𝑠𝑖𝑛 

𝜋

3
) + A ในโหมด ขั้นสูง (Complex) แล้วเก็บค่าที่ได้ในฐานะค่า F 

 

 
 
 
 

 
 
 
(11) ใช้ตัวแปร A, B, C, D, E, และ F ที่ถูกเก็บค่าในเครื่องค านวณวิทยาศาสตร์หาจ านวนเชิงซ้อน 𝑧𝑋 , 𝑧𝑌 และ 

𝑧𝑧 ที่แทน X, Y และ Z 

 

จาก (3) ป้อนค่า A+B+D

3
 ในฐานะค่าของ 𝑧𝑋 ในเครื่องค านวณวิทยาศาสตร์และเก็บไว้ในฐานะค่า 𝑥 
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ในท านองเดียวกัน ป้อนค่า 𝐵+𝐶+𝐸

3
 และ A+C+𝐹

3
  ในฐานะค่าของ 𝑧𝑌 และ 𝑧𝑍 และเก็บค่าไว้ในฐานะ 𝑦 และ  𝑧 

 
 
 
 

 
 

(12) ใช้ 𝑧𝑋 , 𝑧𝑌 และ 𝑧𝑧 เขียนแสดงความยาวแต่ละด้านของ △XYZ 
 
เมื่อเขียนแสดงค่าโดยใช้ค่าของจ านวนเชิงซ้อน 𝑧𝑋 ,  𝑧𝑌 และ 𝑧𝑧 ความยาวของด้าน 

XY, YZ และ ZX จะแสดงได้ดังนี้ 

𝐗𝐘 = |𝒛𝑿 − 𝒛𝒀|,   𝐘𝐙 = |𝒛𝒀 − 𝒛𝒁|,   𝐙𝐗 = |𝒛𝒁 − 𝒛𝑿| 

 
ค านวณความยาวของแต่ละด้าน โดยใช้ตัวแปร 𝑥,  𝑦 และ 𝑧 ที่เก็บค่าไว้ในเครื่องค านวณวิทยาศาสตร์  
 
 
 
 
 
 
 
 
จะเห็นว่าทุกด้านมีความยาวเท่ากัน ดังนั้นยืนยันได้แล้วว่าสามเหลี่ยมนโปเลียนเป็นรูปสามเหลี่ยมด้านเท่า  


