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มุมบวกแลืะมุมลืบ
เมืุ�อค่รั่�งเส้น	OP	หมุนุรอบจดุี	O	เราจะเรัยีกำ	OP	วา่ด้ีานสิ�นสดุี	และจะเรัยีกำ
เส้น	OX	ที�แสดีงต่ำาแหน่งเรั ้�มุต้่นของด้ีานส้�นสดุีวา่ด้ีานเรื่ิ�มต้น
ขนาดีของมมุด้ีวิยจำานวินจรื่งิบวิกคื่อกำารหมุนุทวนเขม็ุนา�้กำาของมุมุุด้ีาน
ส้�นสดุี	และขนาดีของมมุด้ีวิยจำานวินจรื่งิลบคื่อกำารหมุนุต่ามุเขม็ุนา�้กำา	
และกำารหมุนุด้ีานส้�นสดุี	360°	จะทำาให้ด้ีานส้�นสดุีดัีงกำลา่วกำลบัไปยงั
ต่ำาแหน่งเด้ีมุ

มุมทั�วไป็
มุมุุ	(รวมุถง่ขนาดีของมุมุุเป็นลบและมุมุุที�มุากำกำวา่	360°)	ที�ด้ีานส้�นสดุีหมุนุ
จากำด้ีานเรั ้�มุต้่นจะเรัยีกำวา่มมุ	และแสดีงเป็น	q
เมืุ�อมุมุุที�แสดีงโดียรัศัมีุ	OP	คื่อ	a	ต่ามุที�แสดีงในรปูภาพื่ด้ีานขวา	มุมุุต่่อไป
นี�จะต่รงกำบัรัศัมีุ	OP

a,	a+360°,	a+360°´2,	a+360°´3,	……
  a-360°,	a-360°´2,	a-360°´3,	……
ดัีงนั�น	มุมุุทั�วไป	q	ที�ระบโุดียรัศัมีุ	OP	ในรปูภาพื่ทางด้ีานขวาสามุารถแสดีงได้ีดัีงต่่อไปนี�

	 ·	ด้ีานส้�นสดุี	60°	แสดีงเป็นมุมุุ	q	ในรปูแบบ	q=60°+360°´n (โดียที�	n	คื่อจำานวนเต็่มุ)

	 ·	ด้ีานส้�นสดุี	420°	ยงัแสดีงเป็นมุมุุ	q	ในรปูแบบ	q=60°+360°´n (โดียที�	n	คื่อจำานวนเต็่มุ)

การทําความเขา้ใจมมุทัว่ไป

O X

P

ขนาดของ
มุมเป็็นบวก

ขนาดของ
มุมเป็็นลืบ

ด้านเรัิ�มต้น

ด้านสิ�นสุด

ช่ือในระนาบ xy
ตําแหน่งของด้านส้ินสดุจะย้ายไปท่ี
ตําแหน่งต่าง ๆ ตามมมุของการหมนุ 
ระนาบ xy ถกูแบ่งด้วยแกน X และ
แกน Y ออกเป็น 4 ส่วน ตามท่ีแสดง
ในรูปภาพทางด้านขวา

จต่ภุาค่ที�	1
(+,	+)

จต่ภุาค่ที�	4
(+,	-)

จต่ภุาค่ที�	2
(-,	+)

จต่ภุาค่ที�	3
(-,	-)

O

แกำน	X

แกำน	Y

บวกำ

บวกำ

ลบ

ลบ

Oa+360°

a

X

P

q=a+360°´n (โดยืท่� n คืุอจำานวนเต็ม, 0°≤a<360°)

มุมทั�วไป็มุมทั�วไป็
�งก์ชันตรีโกณมิติ ระบบเรเดียน�งก์ชันตรีโกณมิติ ระบบเรเดียน
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		 โดียกำำาหนดีให้	OX	เป็นด้ีานเรั ้�มุต้่น	จงเขยีนด้ีานส้�นสดุี	OP	ของมุมุุต่่าง	ๆ	ต่่อไปนี�	นอกำจากำนี�ยงัแสดีงด้ีานส้�นสดุี	
OP	เหลา่นั�นในรปูแบบของมุมุุทั�วไป:	a+360°´n (โดียที�	n	คื่อจำานวนเต็่มุ,	0°≤a<360°)

(1) 520° (2) -310°

เนื�องจากำ	520°-360°´1=160°	เวกำเต่อรัร์ัศัมีุแสดีงที�
ด้ีานลา่ง

นอกำจากำนี�มุมุุทั�วไปคื่อ	160°+360°´n

160°+360°´n

		 จงแสดีงด้ีานส้�นสดุีของมุมุุต่่อไปนี�ในรปูแบบของมุมุุทั�วไป:	a+360°´n (โดียที�	n	คื่อจำานวนเต็่มุ,	0°≤a<360°)

(1) 680° (2) 900°

	 	

(3) -1500° (4) -3440°

	 	

เนื�องจากำ	-310°+360°´1=50°	เวกำเต่อรัร์ัศัมีุแสดีงที�
ด้ีานลา่ง

นอกำจากำนี�มุมุุทั�วไปคื่อ	50°+360°´n

50°+360°´n

O
50°

-310° X

P

O

160°

520°
X

P

เนื�องจาก 360°´1=360°, 360°´2=720°

เราจง่ได้ 680°-360°´1=320°

ดังนั�น มุมทั�วไป็คืุอ 320°+360°´n
320°+360°´n

เนื�องจาก 360°´2=720°, 360°´3=1080°

เราจง่ได้ 900°-360°´2=180°

ดังนั�น มุมทั�วไป็คืุอ 180°+360°´n
180°+360°´n

เนื�องจาก 360°´4=1440°, 
360°´5=1800° เราจง่ได้ 
-1500°+360°´5=300°

ดังนั�น มุมทั�วไป็คืุอ 300°+360°´n
300°+360°´n

เนื�องจาก 360°´9=3240°, 
360°´10=3600° เราจง่ได้ 
-3440°+360°´10=160°

ดังนั�น มุมทั�วไป็คืุอ 160°+360°´n
160°+360°´n
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หน่วยืวดัมุมเรเด่ยืนแลืะหน่วยืวดัมุมองศา
เรากำลา่วได้ีวา่	1 เรเดีียน (1 rad) ค่อขนาดีของมมุที�จดุีศนูย์กลางของวิงกลมสำาหรื่บั
ควิามยาวิส่วินโค้งของรื่ศัมีของวิงกลม	และวธ้์ทีี�เราแสดีงมุมุุในหน่วยเรเดีียนเรัยีกำวา่
หน่วิยวิดัีมมุเรเดีียน	โดียปกำต้่แลว้หน่วยเรเดีียนจะถกูำตั่ดีออกำเมืุ�อแสดีงค่่าในหน่วยวดัี
มุมุุเรเดีียน
ในทางกำลบักำนั	เรากำลา่วได้ีวา่หน่วิยวิดัีมมุองศาคื่อระบบที�ใช้ัในกำารแสดีงมุมุุในหน่วยองศา	(°)
ต่ารางต่่อไปนี�แสดีงกำารเปรัยีบเทียบหน่วยวดัีมุมุุองศาและหน่วยวดัีมุมุุเรเดีียน

การทําความเขา้ใจระบบเรเดียน

r

rr

1	เรเดีียน

รปูทรง รัศัมีุ
r

ค่วามุยาวส่วนโค้่ง
l=rq (rad)

มุมุุที�จดุีศนูย์กำลาง
q (rad)

มุมุุที�จดุีศนูย์กำลาง
q (°)

เซึ่กำเต่อรั์
(ค่ำาอธ์บ้ายค่วามุหมุายของ	1 rad)

r r 1
180

p



ค่รั่�งวงกำลมุ r pr p 180°

วงกำลมุ	 r 2pr 2p 360°

สูตรการแป็ลืงระหวา่งหน่วยืวดัมุมเรเด่ยืนแลืะหน่วยืวดัมุมองศา

p(rad)=180° ดังนั�น 1(rad)=
180
p



     »57.3°, 1°=
p
180

    (rad)

การแป็ลืงจากองศาเป็็นเรเด่ยืน x(rad)=q(°)´
p
180

การแป็ลืงจากเรเด่ยืนเป็็นองศา x(°)=q(rad)´
180
p

°

รูปภาพทางด้านขวาแสดงความ
สัมพันธเ์ชิงตําแหน่งของมมุรว่ม
ในวงกลมสําหรบัหน่วยวดัมมุ
เรเดียนและหน่วยวดัมมุองศา
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หน่วยืวดัมุมเรเด่ยืนหน่วยืวดัมุมเรเด่ยืนหน่วยืวดัมุมเรเด่ยืนหน่วยืวดัมุมเรเด่ยืนหน่วยืวดัมุมเรเด่ยืนหน่วยืวดัมุมเรเด่ยืนหน่วยืวดัมุมเรเด่ยืนหน่วยืวดัมุมเรเด่ยืนหน่วยืวดัมุมเรเด่ยืนหน่วยืวดัมุมเรเด่ยืนหน่วยืวดัมุมเรเด่ยืนหน่วยืวดัมุมเรเด่ยืนหน่วยืวดัมุมเรเด่ยืนหน่วยืวดัมุมเรเด่ยืนหน่วยืวดัมุมเรเด่ยืนหน่วยืวดัมุมเรเด่ยืนหน่วยืวดัมุมเรเด่ยืนหน่วยืวดัมุมเรเด่ยืนหน่วยืวดัมุมเรเด่ยืนหน่วยืวดัมุมเรเด่ยืนหน่วยืวดัมุมเรเด่ยืนหน่วยืวดัมุมเรเด่ยืนหน่วยืวดัมุมเรเด่ยืนหน่วยืวดัมุมเรเด่ยืนหน่วยืวดัมุมเรเด่ยืนหน่วยืวดัมุมเรเด่ยืน
�งก์ชันตรีโกณมิติ หน่วยวดัมมุเรเดียน�งก์ชันตรีโกณมิติ หน่วยวดัมมุเรเดียน
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	 	 จงหาค่่ามุมุในหน่่วยเรเดีียนต่่อไปนี้้� ซ่ึ่�งกำำ�หนดไว้ใ้นหน่่วยวัดัมุมุองศา
(1)	 45°	 (2)	 300°

	 	

	

p
4 �

5
3  
p

(3)	 -150°	 (4)	 90°

	 	

	
- 5
6  
p
�

p
2

	 	 จงหาค่่ามุมุในหน่่วยเรเดีียนต่่อไปนี้้� ซ่ึ่�งกำำ�หนดไว้ใ้นหน่่วยวัดัมุมุเรเดีียน

(1)	
p
  12 	 (2)	 -

4

3  
p

	 	

	 15°� -240°
(3)	 10	
	

	

1800
p



�

check           วิธิีกีารแปลงระหว่า่งองศาและเรเดีียนบนเครื่่�องคิิดเลขวิทิยาศาสตร์์
	 	 การแปลงจากองศาเป็็นเรเดีียน
กด w เลือืก [Calculate (คำำ�นวณ)] กด |
กด L เลือืก [Calc Settings (การต้ั้�งค่่าการคำำ�นวณ)] 	
กด | เลือืก [Angle Unit (หน่่วยมุุม)] กด | 	
เลือืก [Radian (เรเดีียน)] กด | กด C

และคุณุสามารถตรวจสอบเพ่ื่�อยืนืยันัว่า่เป็็นค่่าในโจทย์์ได้้โดยการคูณูคำำ�ตอบด้้วย 180
p



     เพ่ื่�อเปลี่่�ยนกลับัเป็็นหน่่วย
วัดัมุมุองศา

(1)	 45°

(2)	 300°

(3)	 -150°

(4)	 90°

45
180 4
× =

p p
300

180

5

3
× =

p p
  

− × = −150
180

5

6

p p
  

90
180 2
× =

p p

p
p  12
180

15× =


 − × = −
4

3

180
240

  
p

p





10
180 1800
× =

p p

 

หลังัจากป้อนค่่า 45 แล้ว้ ให้้กด T เลือืก [Angle/Coord/Sexa] กด | 	
เลือืก [Degrees (องศา)] กด | กด B  MO180aq7B
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	 	 การแปลงจากเรเดีียนเป็็นองศา
กด w เลือืก [Calculate (คำำ�นวณ)] กด |

กด L เลือืก [Calc Settings (การต้ั้�งค่่าการคำำ�นวณ)] 	
กด | เลือืก [Angle Unit (หน่่วยมุุม)] กด | 	
เลือืก [Degree (องศา)] กด | กด C

และคุณุสามารถตรวจสอบเพ่ื่�อยืนืยันัว่า่เป็็นค่่าในโจทย์์ได้้โดยการคูณูคำำ�ตอบด้้วย 
p
180    เพ่ื่�อเปลี่่�ยนกลับัเป็็นระบบ

เรเดีียน

(1)	
p
  12

(2)	 -
4

3  
p

(3)	 10

หลังัจากป้อนค่่า q7a12$ แล้ว้ ให้้
กด T เลือืก [Angle/Coord/Sexa] กด | 
เลือืก [Radians (เรเดีียน)] กด| กด B

MOq7a180B
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	 	 จงหาค่่ามุมุุในหน่วยเรเดีียนต่่อไปนี�	ซ่ึ่�งกำำาหนดีไวใ้นกำารวดัีองศา
(1) 120° (2) 270°

	 	

(3) -60° (4) -210°

	 	

2
3  
p120

180
2
3

× =p p
  

3
2  
p270

180
3
2

× =p p
  

กด w เลืือก [Calculate (คำำ�นวณ)] กด |
กด L เลืือก [Calc Settings (ก�รต้ั้�งค่ำ�
ก�รคำำ�นวณ)] กด | เลืือก [Angle Unit 

(หน่วยมุุมุ)] กด | เลืือก [Radian (เรเดีียน)] กด | กด C

แลืะคุณุสามารถตรวจสอบเพืื่�อยืืนยัืนวา่เป็็นคุ่าในโจทย์ื ได้โดยืการคุณูคุำาตอบด้วยื 
180
p



     เพืื่�อเป็ล่ื�ยืนกลัืบเป็็นหน่วยืวดัมุมองศา

(1) 120°

(2) 270°

MO180aq7B

หลัืงจากป้อนคุ่า 120 แล้ืว ให้กด 
T เลืือก [Angle/Coord/Sexa] กด |
เลืือก [Degrees (องศ�)] กด | กด B

270 TRRR| | B MO180aq7B

-
p
  3

− × =−60
180 3
p p

  -
7
6  
p− × =−210

180
7
6

p p
  

(3) -60°

(4) -210°

p60 TRRR| | B MO180aq7B

p210 TRRR| | B MO180aq7B
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	 	 จงหาค่่ามุมุในหน่่วยเรเดีียนต่่อไปนี้้� ซ่ึ่�งกำำ�หนดไว้ใ้นหน่่วยวัดัมุมุเรเดีียน

(1)	 7
12  

p 	 (2)	 3
4  

p
	 	

(3)	 -
  11
6

p 	 (4)	 -
p
2

	 	

� 105°
7
12

180
105  

p p× =




� 135°
3
4

180
135  

p p× =




กด w เลืือก [Calculate (คำำ�นวณ)] กด |
กด L เลืือก [Calc Settings (การต้ั้�งค่่า
การคำำ�นวณ)] กด | เลืือก [Angle Unit 

(หน่่วยมุุม)] กด | เลืือก [Degree (องศา)] กด | กด C

และคุณุสามารถตรวจสอบเพ่ื่�อยืืนยัันว่า่เป็็นค่่าในโจทย์์ ได้้โดยการคูณูคำำ�ตอบด้้วย  
p
180

    เพ่ื่�อเปลี่�ยนกลัับเป็็นระบบเรเดีียน

(1)  7
12  
p

(2) 
3
4  
p

MOq7a180B

หลัังจากป้อนค่่า 7a12$q7 แล้้ว 
ให้้กด T เลืือก [Angle/Coord/Sexa]  
กด | เลืือก [Radians (เรเดีียน)] กด | กด B

3a4$q7  TRRR|  R|  B  MOq7a180B

� -330°− × =−  11
6

180
330p p





� -90°− × =−
p

p2
180

90




(3)  -   11
6
p

(4)  -p
2

p11a6$q7  TRRR|  R|  B  MOq7a180B

pq7a2$  TRRR|  R|  B  MOq7a180B
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คุวามยืาวส่วนโคุ้งแลืะพืื่�นท่�ของเซึ่กเตอรั์
สตู่รในกำารหาค่วามุยาว	l	ของส่วนโค้่งและพืื่�นที�	S	ของเซึ่กำเต่อรั์
ที�มีุรัศัมีุ	r	และมุมุุที�จดุีศนูยก์ำลางของ	q (เรเดีียน)	ต่ามุที�แสดีงใน
รปูภาพื่ทางด้ีานขวา	แสดีงอยูที่�ด้ีานลา่ง

explanation

ค่วามุยาว	l	ของส่วนโค้่งและพืื่�นที�	S	ของเซึ่กำเต่อรัเ์ป็นสัดีส่วน
โดียต่รงของมุมุุที�จดุีศนูยก์ำลาง	q

ดัีงนั�น	ค่วามุยาวของส่วนโค้่งคื่อ	l r r= × =2
2

π
π

θθ																															 …( i )

พืื่�นที�	S r r= × =π
π

θ2 2

2

1

2

θ
  

กำารแทนที�ส่วนนี�ด้ีวย	( i )	เราจะได้ี	S r rl= =
1

2

1

2
2

    
q

	 จงหาค่วามุยาว	l	ของส่วนโค้่งและพืื่�นที�	S	ของเซึ่กำเต่อรัที์�มีุรัศัมีุ	4	หน่วย	และมุมุุที�จดุีศนูยก์ำลางเป็น	 5
6  

p						เรเดีียน

l S= =    10
3

0
3

p p,
2

การทําความเขา้ใจวธิหีาความยาวของส่วนโค้งและพ้ืนท่ีของเซกเตอรโ์ดยใช้หน่วยวดัมมุเรเดียน

r
q

S
l

คุวามยืาวส่วนโคุ้ง l r= q

พืื่�นท่� S r rl= =
1
2

1
2

2

    
q

สตูรในการหาความ
ยาว l ของส่วนโค้งและ
พ้ืนท่ี S ของเซกเตอร์
ท่ีมีรศัมี r และมมุท่ี
จดุศนูย์กลางของ a°

l r a

S r a
= ×

= ×

2
360

360
2

p

p

r
a°

S
l

l r

S r

= = × =

= = × × =

θ π π

θ π π

4

4
2

5

6

10

3
1

2

1

2

5

6

0

3
2 2

  
  

      
  

คุวามยืาวส่วนโคุ้งแลืะพืื่�นท่�ของเซึ่กเตอรั์คุวามยืาวส่วนโคุ้งแลืะพืื่�นท่�ของเซึ่กเตอรั์คุวามยืาวส่วนโคุ้งแลืะพืื่�นท่�ของเซึ่กเตอรั์คุวามยืาวส่วนโคุ้งแลืะพืื่�นท่�ของเซึ่กเตอรั์คุวามยืาวส่วนโคุ้งแลืะพืื่�นท่�ของเซึ่กเตอรั์คุวามยืาวส่วนโคุ้งแลืะพืื่�นท่�ของเซึ่กเตอรั์คุวามยืาวส่วนโคุ้งแลืะพืื่�นท่�ของเซึ่กเตอรั์คุวามยืาวส่วนโคุ้งแลืะพืื่�นท่�ของเซึ่กเตอรั์คุวามยืาวส่วนโคุ้งแลืะพืื่�นท่�ของเซึ่กเตอรั์คุวามยืาวส่วนโคุ้งแลืะพืื่�นท่�ของเซึ่กเตอรั์คุวามยืาวส่วนโคุ้งแลืะพืื่�นท่�ของเซึ่กเตอรั์คุวามยืาวส่วนโคุ้งแลืะพืื่�นท่�ของเซึ่กเตอรั์คุวามยืาวส่วนโคุ้งแลืะพืื่�นท่�ของเซึ่กเตอรั์คุวามยืาวส่วนโคุ้งแลืะพืื่�นท่�ของเซึ่กเตอรั์คุวามยืาวส่วนโคุ้งแลืะพืื่�นท่�ของเซึ่กเตอรั์คุวามยืาวส่วนโคุ้งแลืะพืื่�นท่�ของเซึ่กเตอรั์คุวามยืาวส่วนโคุ้งแลืะพืื่�นท่�ของเซึ่กเตอรั์คุวามยืาวส่วนโคุ้งแลืะพืื่�นท่�ของเซึ่กเตอรั์คุวามยืาวส่วนโคุ้งแลืะพืื่�นท่�ของเซึ่กเตอรั์คุวามยืาวส่วนโคุ้งแลืะพืื่�นท่�ของเซึ่กเตอรั์คุวามยืาวส่วนโคุ้งแลืะพืื่�นท่�ของเซึ่กเตอรั์คุวามยืาวส่วนโคุ้งแลืะพืื่�นท่�ของเซึ่กเตอรั์คุวามยืาวส่วนโคุ้งแลืะพืื่�นท่�ของเซึ่กเตอรั์คุวามยืาวส่วนโคุ้งแลืะพืื่�นท่�ของเซึ่กเตอรั์คุวามยืาวส่วนโคุ้งแลืะพืื่�นท่�ของเซึ่กเตอรั์คุวามยืาวส่วนโคุ้งแลืะพืื่�นท่�ของเซึ่กเตอรั์คุวามยืาวส่วนโคุ้งแลืะพืื่�นท่�ของเซึ่กเตอรั์คุวามยืาวส่วนโคุ้งแลืะพืื่�นท่�ของเซึ่กเตอรั์คุวามยืาวส่วนโคุ้งแลืะพืื่�นท่�ของเซึ่กเตอรั์คุวามยืาวส่วนโคุ้งแลืะพืื่�นท่�ของเซึ่กเตอรั์คุวามยืาวส่วนโคุ้งแลืะพืื่�นท่�ของเซึ่กเตอรั์คุวามยืาวส่วนโคุ้งแลืะพืื่�นท่�ของเซึ่กเตอรั์คุวามยืาวส่วนโคุ้งแลืะพืื่�นท่�ของเซึ่กเตอรั์คุวามยืาวส่วนโคุ้งแลืะพืื่�นท่�ของเซึ่กเตอรั์คุวามยืาวส่วนโคุ้งแลืะพืื่�นท่�ของเซึ่กเตอรั์
�งก์ชันตรีโกณมิติ หน่วยวดัมมุเรเดียน�งก์ชันตรีโกณมิติ หน่วยวดัมมุเรเดียน
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	 จงหาค่วามุยาว	l	ของส่วนโค้่งและพืื่�นที�	S	สำาหรับัรายกำารต่่อไปนี�

(1)	 เซึ่กำเต่อรัที์�มีุรัศัมีุ	5	หน่วย	และมุมุุที�จดุีศนูยก์ำลางเป็น	 p
  9
			เรเดีียน

(2)	 เซึ่กำเต่อรัที์�มีุรัศัมีุ	2	หน่วย	และมุมุุที�จดุีศนูยก์ำลางเป็น	 4
3  

p						เรเดีียน

l S= =
    5
9

5
18

p p,
2

l r

S r

= = × =

= = × × =

θ π π

θ π π

5

5
2

  
  

      
  

9
5
9

1
2

1
2 9

5
18
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l S= =
    8
3

8
3

p p,

l r

S r

= = × =

= = × × =

θ π π

θ π π
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1
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3

8
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คุำาอ�บิายืคุวามหมายืของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติ
ในระนาบพ้ื่กำดัี	โดียที�	P (x,	y)	คื่อจดุีตั่ดีของด้ีานส้�นสดุีของมุมุุ	q	และวงกำลมุ
ของรัศัมีุ	r	มีุศนูยก์ำลางอยูที่�จดุีกำำาเน้ดี	และเรั ้�มุต้่นจากำส่วนบวกำของแกำน	x
แลว้กำำาหนดีให้	sinq,	cosq	และ	tanq	มีุรปูแบบดัีงต่่อไปนี�

ทั�งหมุดีนี�คื่อฟังกำชั์ันของ	q	และจะเรัยีกำโดียรวมุวา่�งก์ชันตรื่ีโกณมิติของ	q
เค่รัื�องหมุายและค่่าที�เป็นไปได้ีของฟังกำชั์ันต่รัโีกำณมุ้ต้่ข่�นอยูก่ำบัจต่ภุาค่ที�มีุด้ีานส้�นสดุีของมุมุุอยู่

วงกลืมหน่�งหน่วยืแลืะฟังก์ชัันตรั่โกณมิติ
สำาหรับัจดุีตั่ดี	P(x,	y)	ระหวา่งวงกำลมุหน่�งหน่วย	(วงกำลมุที�มีุรัศัมีุ	r=1)	และ
เวกำเต่อรัร์ัศัมีุที�มีุมุมุุ	q	ค่่าสำาหรับั	sinq	และ	cosq	แสดีงอยูที่�ด้ีานลา่ง

การทําความเขา้ใจวธิหีาค่า�งก์ชันตรีโกณมิติของมมุ

-r

-r

r
q

r

O X
P(x,y)

Y

sin cos tan, ,q q q= = =
y
r

x
r

y
x

    

ค่่าที�เป็นไปได้ี

เค่รัื�องหมุายของ	sinq

-1≤sinq≤1

+ +

- -

O X

Y
เค่รัื�องหมุายของ	cosq

-1≤cosq≤1

- +

- +

O X

Y

tanq	คื่อจำานวนจรัง้ทั�งหมุดี

เค่รัื�องหมุายของ	tanq

- +

+ -

O X

Y

-1

-1

1
q

1

O X

P(x,y)

Y

sin

cos

tan

q

q

q

= = =

= = =

=










y
r
y y

x
r
x x

y
x

1

1

ฟังก์ชัันตรั่โกณมิติฟังก์ชัันตรั่โกณมิติฟังก์ชัันตรั่โกณมิติฟังก์ชัันตรั่โกณมิติฟังก์ชัันตรั่โกณมิติฟังก์ชัันตรั่โกณมิติฟังก์ชัันตรั่โกณมิติฟังก์ชัันตรั่โกณมิติฟังก์ชัันตรั่โกณมิติฟังก์ชัันตรั่โกณมิติฟังก์ชัันตรั่โกณมิติฟังก์ชัันตรั่โกณมิติฟังก์ชัันตรั่โกณมิติฟังก์ชัันตรั่โกณมิติฟังก์ชัันตรั่โกณมิติฟังก์ชัันตรั่โกณมิติฟังก์ชัันตรั่โกณมิติฟังก์ชัันตรั่โกณมิติฟังก์ชัันตรั่โกณมิติฟังก์ชัันตรั่โกณมิติฟังก์ชัันตรั่โกณมิติฟังก์ชัันตรั่โกณมิติฟังก์ชัันตรั่โกณมิติฟังก์ชัันตรั่โกณมิติฟังก์ชัันตรั่โกณมิติฟังก์ชัันตรั่โกณมิติฟังก์ชัันตรั่โกณมิติฟังก์ชัันตรั่โกณมิติฟังก์ชัันตรั่โกณมิติฟังก์ชัันตรั่โกณมิติฟังก์ชัันตรั่โกณมิติฟังก์ชัันตรั่โกณมิติฟังก์ชัันตรั่โกณมิติฟังก์ชัันตรั่โกณมิติฟังก์ชัันตรั่โกณมิติฟังก์ชัันตรั่โกณมิติฟังก์ชัันตรั่โกณมิติฟังก์ชัันตรั่โกณมิติฟังก์ชัันตรั่โกณมิติฟังก์ชัันตรั่โกณมิติฟังก์ชัันตรั่โกณมิติฟังก์ชัันตรั่โกณมิติฟังก์ชัันตรั่โกณมิติฟังก์ชัันตรั่โกณมิติฟังก์ชัันตรั่โกณมิติฟังก์ชัันตรั่โกณมิติฟังก์ชัันตรั่โกณมิติฟังก์ชัันตรั่โกณมิติฟังก์ชัันตรั่โกณมิติฟังก์ชัันตรั่โกณมิติฟังก์ชัันตรั่โกณมิติฟังก์ชัันตรั่โกณมิติฟังก์ชัันตรั่โกณมิติฟังก์ชัันตรั่โกณมิติฟังก์ชัันตรั่โกณมิติฟังก์ชัันตรั่โกณมิติฟังก์ชัันตรั่โกณมิติฟังก์ชัันตรั่โกณมิติฟังก์ชัันตรั่โกณมิติฟังก์ชัันตรั่โกณมิติฟังก์ชัันตรั่โกณมิติฟังก์ชัันตรั่โกณมิติฟังก์ชัันตรั่โกณมิติฟังก์ชัันตรั่โกณมิติฟังก์ชัันตรั่โกณมิติฟังก์ชัันตรั่โกณมิติฟังก์ชัันตรั่โกณมิติฟังก์ชัันตรั่โกณมิติฟังก์ชัันตรั่โกณมิติฟังก์ชัันตรั่โกณมิติฟังก์ชัันตรั่โกณมิติฟังก์ชัันตรั่โกณมิติฟังก์ชัันตรั่โกณมิติฟังก์ชัันตรั่โกณมิติฟังก์ชัันตรั่โกณมิติฟังก์ชัันตรั่โกณมิติฟังก์ชัันตรั่โกณมิติฟังก์ชัันตรั่โกณมิติฟังก์ชัันตรั่โกณมิติฟังก์ชัันตรั่โกณมิติ
�งก์ชันตรีโกณมิติ สมบัติต่าง ๆ และค่าสหสัมพันธข์อง�งก์ชันตรีโกณมิติ�งก์ชันตรีโกณมิติ สมบัติต่าง ๆ และค่าสหสัมพันธข์อง�งก์ชันตรีโกณมิติ
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		 จงหา sinq, cosq และ tanq สำำ�หรับัรายการต่่อไปนี้้�

(1)	 θ π
=

4

พล็อ็ตด้านส้ิ้�นสุดุของ p  4
   สำำ�หรับัวงกลมหน่ึ่�งหน่่วย

จากรูปูภาพด้านขวา เราจะพบว่า่พิิกัดัของจุดุ 	

P คือ 1
2

1

2    
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(2)	 θ π=
5

3  
พล็อ็ตด้านส้ิ้�นสุดุของ 5

3  
p      สำำ�หรับัวงกลมหน่ึ่�งหน่่วย

จากรูปูภาพด้านขวา เราจะพบว่า่พิิกัดัของจุดุ 	

P คือ 1
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(3)	 θ π= −
7

6  
พล็อ็ตด้านส้ิ้�นสุดุของ - 7

6  
p         สำำ�หรับัวงกลมหน่ึ่�งหน่่วย

จากรูปูภาพด้านขวา เราจะพบว่า่พิิกัดัของจุดุ 	
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		 จงหา	sinq,	cosq	และ	tanq	สำาหรับัรายกำารต่่อไปนี�

(1) θ π
=

6

(2) θ π=
3

4  

(3) θ π= −
  13
3

จากรูป็ภาพื่ด้านขวา เราจะพื่บวา่พิื่กัดของ

จดุ P คืุอ   
  

3 1
22
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จากรูป็ภาพื่ด้านขวา เราจะพื่บวา่พิื่กัดของ
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จากรูป็ภาพื่ด้านขวา เราจะพื่บวา่พิื่กัดของ
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เอกลัืกษณ์ของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติ
เอกำลกัำษณ์ของอตั่ราส่วนต่รัโีกำณมุ้ต้่นั�นใช้ักำบัฟังกำชั์ันต่รัโีกำณมุ้ต้่ได้ีเช่ันกำนั

explanation

สำาหรับัวงกำลมุหน่�งหน่วยในรปูภาพื่ด้ีานขวา	เราสามุารถหาค่่าต่่อไปนี� ได้ีจากำ
น้ยามุของฟังกำชั์ันต่รัโีกำณมุ้ต้่

x = cosq ,	y = sinq ,	 tanq =
y
x

(1)	 แทนที�	x = cosq																และ	y = sinq																ในสมุกำาร	x y2 2 1+ =																			ของวงกำลมุ
cos sin sin cos,2 2 2 21 1q q q q+ = + =

(2)	 แทนที�	x = cosq																และ	y = sinq																ใน	 tanq =
y
x

																	เพืื่�อที�จะได้ี	 tan sin
cos

q q
q

=																												

(3)	 หารทั�งสองขา้งของสมุกำารที�ได้ีจากำ	(1)	ด้ีวย	 cos2 q

	 	 จงหาค่่าของฟังกำชั์ันต่รัโีกำณมุ้ต้่ต่่อไปนี�

(1)	 จงหาค่่าสำาหรับั	cosq	และ	tanq	เมืุ�อ	q	คื่อมุมุุหน่�งในจต่ภุาค่ที�	1	และ	 sinq =
1

4  

แทนที�	 sinq =
1

4  
         	ใน	 sin cos2 2 1q q+ =																																เพืื่�อที�จะได้ี	 1

    4
1

15

16

2

2 2









+ = =cos cos,q q

q	คื่อมุมุุหน่�งในจต่ภุาค่ที�	1	ดัีงนั�นจากำ	cosq>0	เราจะได้ี	 cosq =
15

4

ดัีงนั�น	เราจง่ได้ี	 tan sin
cos

q q
q

= = =

1
4

15
4

15

15
  

cos tan,q q= =15
4

15
15

การทําความเขา้ใจวธิหีาค่าของ�งก์ชันตรีโกณมิติโดยใช้สตูรการหาค่าสหสัมพันธข์อง�งก์ชัน
ตรีโกณมิติ

(1) sin cos2 2 1q q+ =

(2) tan sin
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q q
q

=

(3) 1
12
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q
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เอกลัืกษณ์ของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติ
�งก์ชันตรีโกณมิติ สมบัติต่าง ๆ และเอกลักษณ์ของ�งก์ชันตรีโกณมิติ�งก์ชันตรีโกณมิติ สมบัติต่าง ๆ และเอกลักษณ์ของ�งก์ชันตรีโกณมิติ
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check

แปลงหน่่วยของมุมุเป็็นองศา และหา sinq จากโคไซน์ผกผัน

(2) 	 จงหาค่่าสำำ�หรับั cosq และ tanq เมื่่�อ q คือมุมุหน่ึ่�งในจตุภุาคที่่� 3 และ sinq = − 1
3  

แทนที่่� sinq = − 1
3  

            ใน sin cos2 2 1q q+ =                                เพ่ื่�อที่่�จะได้้ −









+ = =

1

    3
1

8

9

2

2 2cos cos,q q

q คือมุมุหน่ึ่�งในจตุภุาคที่่� 3 ดังนั้้�นจาก cosq<0 เราจะได้้ cosq = −2 2
3

  

ดัังนั้้�น เราจึึงได้้ tan sin
cos

q q
q

= =
−

−

=

1
3

2 2
3

2

4
  
  

  

�
cos tan,q q=− =2 2

3
2
4

    

check

หา cos sinq q= − −1 2                                   และ tan sin
cos

q q
q

=

(3)	 จงหาค่่าสำำ�หรับั sinq และ cosq เมื่่�อ q คือมุมุหน่ึ่�งในจตุภุาคที่่� 4 และ tanq=-3

แทนที่่� tanq=-3 ใน 1 12

2
+ =tan

cos
q

q
                                 เพ่ื่�อที่่�จะได้้ 1 3

1 1

10
2

2

2+ − = =( ) ,
cos

cos
q

q
  

q คือมุมุหน่ึ่�งในจตุภุาคที่่� 4 ดังนั้้�นจาก cosq>0 เราจะได้้ cosq =
10

10

ดัังนั้้�น เราจึึงได้้ sin
cos

tan sin cos tan, ( )
q
q

q q q q= = = × − = −
10

10
3

3 10

10

�
cos sin,q q= =−10

10
3 10
10

check

หา cos
tan

q
q

=
+
1

1 2

qks15$a4$)  B  jM)B

ps1p(pa1R3$)d  B  ap1a3RMB

s1a1+(p3)dB
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	 	 จงหาค่่าของฟังกำชั์ันต่รัโีกำณมุ้ต้่ต่่อไปนี�

(1)	 จงหาค่่าสำาหรับั	cosq	และ	tanq	เมืุ�อ	q	คื่อมุมุุหน่�งในจต่ภุาค่ที�	2	และ	 sinq = 2 2
3

  
  

(2)		 จงหาค่่าสำาหรับั	sinq	และ	tanq	เมืุ�อ	q	คื่อมุมุุหน่�งในจต่ภุาค่ที�	4	และ	 cosq =
3

4  

(3)		 จงหาค่่าสำาหรับั	sinq	และ	cosq	เมืุ�อ	q	คื่อมุมุุหน่�งในจต่ภุาค่ที�	3	และ	 tanq =
4

3  

แทนท่� sinq = 2 2
3
  
                  ใน sin cos2 2 1q q+ =                                   เพืื่�อท่�จะได้ 2 2

3
1

1
9

2

2 2  
    












+ = =cos cos,q q

q คืุอมุมหน่�งในจตภุาคุท่� 2 ดังนั�นจาก cosq<0 เราจะได้ cosq =− 1
3  

ดังนั�น เราจง่ได้ tan sin
cos

q q
q

= =
−

=−

2 2
3
1
3

2 2

  
  

  

  
cos tan,q q=− =−

1
3

2 2
  

  

แป็ลืงหน่วยืของมุมเป็็นองศา แลืะหา sinq จากโคุไซึ่น์ผกผัน
qkp1a3$) B jM)B

แทนท่� cosq = 3
4               ใน sin cos2 2 1q q+ =                                      เพืื่�อท่�จะได้ sin sin,2

2
23

4
1

7
16

q q+








= =    

q คืุอมุมหน่�งในจตภุาคุท่� 4 ดังนั�นจาก sinq<0 เราจะได้ sinq =−   
  
7
4

ดังนั�น เราจง่ได้ tan sin
cos

q q
q

= =
−

=−

  
  

  

  
7
4
3
4

7
3
sin tan,q q=− =−  

  
  7

4
7
3

แทนท่� tanq = 4
3  

              ใน 1 12
2

+ =tan
cos

q
q

                                       เพืื่�อท่�จะได้ 1 4 1 9
25

2

2
2+









= =

    3 cos
cos,

q
q

q คืุอมุมหน่�งในจตภุาคุท่� 3 ดังนั�นจาก cosq<0 เราจะได้ cosq =− 3
5  

ดังนั�น เราจง่ได้ sincos tan sin cos tan,
q
q q q q q= = =− × =−3

5
4
3

4
5    

cos sin,q q=− =−3
5

4
5  
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	 	 เมื่่�อ sin cosq q+ =
1

2                                จงหาค่่าของนิิพจน์์ต่่อไปนี้้�

(1) 	 sinqcosq

ยกกำำ�ลังัสองทั้้�งสองข้า้งของ sin cosq q+ =
1

2  

( ) ,sin cos sin sin cos cosq q q q q q+ =










+ + =2

2

2 21

2
2

1

4    

จาก  sin cos2 2 1q q+ =                                เราจะได้้ 1 2
1

4
2

3

4

3

8
+ = = − = −sin cos sin cos sin cos, ,q q q q q q

      

�
sin cosq q =− 3

8  
(2)	 sin cos3 3q q+

ยกกำำ�ลังัสามทั้้�งสองข้า้งของ sin cosq q+ =
1

2  

( ) , (sin cos sin cos sin cos sinq q q q q q q+ =










+ + +3

3

3 31

2
3

  
ccos )q = 1

8  

จาก  sin cos2 2 1q q+ =                               , sin cosq q+ =
1

2                                และผลลัพัธ์ข์อง (1)

เราจะได้้ sin cos sin cos,3 3 3 33
3

8

1

2

1

8

1

8
q q q q+ + × −










× = + =

        
++ + =
9

16

11

16
3 3

    
, sin cosq q

�
sin cos3 3 11

16
q q+ =

  
(3)	 tan

tan
q

q
+

1

แทนที่่� tan sin
cos

q q
q

=                        ใน tan
tan

q
q

+
1

tan
tan

sin
cos sin

cos

sin
cos

cos
sin

sin cosq
q

q
q q

q

q
q

q
q

q+ = + = + =
+1 1 2 2 qq
q qsin cos

จาก  sin cos2 2 1q q+ =                                และผลลัพัธ์ข์องข้อ้ (1) เราจะได้้ tan
tan

q
q

+ =
−

= −
1 1

3
8

8

3
  

  

�
tan

tan
q q
+ =−1 8

3  
check

กด w เลือืก [Equation (สมการ)] กด | เลือืก [Solver (ตััวแก้้โจทย์์)] กด |

หลังัจากป้อนค่่า sin cosx x+ =
1

2  
                               แล้ว้ ให้้กด B แล้ว้เลือืก [Execute (คำำ�นวณ)] กด B เพ่ื่�อหาค่่าของ x

กด w เลือืก [Calculate (คำำ�นวณ)] กด |

หลังัจากป้อนสมการจาก (1) ถึึง (3) แล้ว้ ให้้กด B แล้ว้แทนที่่�ค่่าของ x
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	 	 เมืุ�อ	 sin cosq q+ =   2																																จงหาค่่าของน้พื่จน์ต่่อไปนี�
(1)		 sinqcosq

(2) sin cos3 3q q+

(3) tan
tan

q
q

+
1

ยืกกำาลัืงสองทั�งสองขา้งของ sin cosq q+ =   2
( ) ( ) ,sin cos sin sin cos cosq q q q q q+ = + + =2 2 2 22 2 2  

จาก sin cos2 2 1q q+ =                                    เราจะได้ 

1 2 2 2 1
1
2

+ = = =sin cos sin cos sin cos, ,q q q q q q   sin cosq q =
1
2  

ยืกกำาลัืงสามทั�งสองขา้งของ sin cosq q+ =   2
( ) ( ) , ( )sin cos sin cos sin cos sin cosq q q q q q q q+ = + + + =3 3 3 32 3 2 2    

จาก sin cos2 2 1q q+ =                                    , sin cosq q+ =   2                                     แลืะผลืลัืพื่�ข์องขอ้ (1) เราจะได้

                                                
sin cos3 3 2

2
q q+ =   

  

sin cos sin cos

sin

, ,3 3 3 3

3

3
1
2

2 2 2 2 2
3 2
2

q q q q

q

+ + × × = + = −
          

  
++ =cos3 2

2
q   

  

แทนท่� tan sin
cos

q q
q

=                            ใน tan tan
q q

+ 1

tan
tan

sin
cos sin

cos

sin
cos

cos
sin

sin cosq q
q
q q

q

q
q

q
q

q+ = + = + = +1 1 2 2 qq
q qsin cos

จาก sin cos2 2 1q q+ =                                    แลืะผลืลัืพื่�ข์องขอ้ (1) เราจะได้ tan
tan

q q
+ = =1 1

1
2

2

  

tan
tan

q
q

+ =
1

2

กด w เลืือก [Equation (สิ้มุก�ร)] กด | เลืือก [Solver (ต้ั้วแก้โจทย์)] กด |
หลัืงจากป้อนคุ่า sin cosx x+ =   2                                     แล้ืว ให้กด B แล้ืวเลืือก [Execute (คำำ�นวณ)]

กด B เพืื่�อหาคุ่าของ x
กด w เลืือก [Calculate (คำำ�นวณ)] กด |
หลัืงจากป้อนสมการจาก (1) ถ่ง (3) แล้ืว ให้กด B แล้ืวแทนท่�คุ่าของ x
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กราฟ sinq แลืะ cosq
โดียกำำาหนดีให้อน้เต่อรัเ์ซึ่กำชัันของด้ีานส้�นสดุีของมุมุุ	q	และวงกำลมุหน่�งหน่วย
คื่อ	P	แลว้เราจะได้ีพ้ื่กำดัี	x	ของ	cosq	และพ้ื่กำดัี	y	ของ	sinq	สำาหรับั	P	ต่ามุที�
แสดีงด้ีานขวา	ดัีงนั�น	เราจง่ได้ี	P(cosq,	sinq)

รปูทรงของเส้นโค้่งในกำราฟของ	y=sinq	และ	y=cosq	จะเรัยีกำวา่เส้นโค้งไซน์
และเมืุ�อ	q=0	ค่่ากำคื็่อ	0	และ	1	ดัีงนั�นเราจะได้ีกำราฟต่่อไปนี�	กำารหมุนุด้ีานส้�นสดุี	
1	กำารหมุนุจะทำาให้ด้ีานส้�นสดุีกำลบัสู่ต่ำาแหน่งเด้ีมุ	ดัีงนั�นรปูทรงเดีียวกำนัจง่ซึ่ำ�ากำนัที�ช่ัวงของ	2p	เราเรัยีกำส้�งนี�วา่คาบ
ของ	2p

กราฟ asinq แลืะ acosq
กำราฟของ	y=asinq	คื่อกำราฟของ	y=sinq	ค่ณูด้ีวย	a	ในท้ศทางของแกำน	y	เมืุ�อเสรัจ็ส้�นแลว้	ค่าบจะยงัค่งไมุ่
เปลี�ยนแปลงที�	2p
เรายงัสามุารถวาดีกำราฟ	y=acosq	ในลกัำษณะเดีียวกำนัได้ี

การทําความเขา้ใจสมบัติต่าง ๆ ของกราฟสําหรบั�งก์ชันตรีโกณมิติและวธิวีาดกราฟดังกล่าว

-1

-1

1
q

1

O X

P(cosq,sinq)

cosq

sinq

Y

-p 2p

-1

1

O

Y

q
q qO X

Y

p 3
2 p2

p
2
p-

·  ผ่านจดุกำาเนิด
พิื่กัดแลืะ
สมมาตรกันตาม
จดุกำาเนิดพิื่กัด

กราฟ y=sinq

· คุาบ 2p
· เรนจ ์ -1≤y≤1

-p 2p

-1

1

O

Y

q
q qO

X

Y p 3
2 p2

p
2
p-

·  ผ่านจดุ (0, 1)
แลืะสมมาตรกัน
ตามแกน y

กราฟ y=cosq

· คุาบ 2p
· เรนจ ์ -1≤y≤1

กราฟ aasinq แลืะ  แลืะ aacoscosqqกราฟ กราฟ กราฟ กราฟ กราฟ กราฟ กราฟ กราฟ กราฟ กราฟ กราฟ กราฟ กราฟ กราฟ กราฟ กราฟ กราฟ กราฟ กราฟ กราฟ กราฟ sinsinsinsinsinsinsinsinsinsinsinsinsinsinsinsinsinsinsinqq
�งก์ชันตรีโกณมิติ สมบัติต่าง ๆ และเอกลักษณ์ของ�งก์ชันตรีโกณมิติ�งก์ชันตรีโกณมิติ สมบัติต่าง ๆ และเอกลักษณ์ของ�งก์ชันตรีโกณมิติ
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		 วาดกราฟต่่อไปนี้้�และหาค่่าคาบ
(1) 	 y=2sinq
กราฟของ y=2sinq คือกราฟของ y=sinq คูณู
ด้้วย 2 ในทิิศทางของแกน y ตามที่่�แสดงด้้าน
ขวา
คาบคืือ 2p ซ่ึ่�งเหมืือนกับัคาบของ y=sinq

� คาบ  2p

check

เลือืกโหมดตาราง จากนั้้�นจึึงเปลี่่�ยนหน่่วยของมุมุเป็็นหน่่วยวัดัมุมุเรเดีียน
กด w เลือืก [Table (ตาราง)] กด | จากนั้้�นจึึงล้า้งข้อ้มูลูก่อ่นหน้้าโดยการกด W

กด L เลือืก [Calc Settings (การต้ั้�งค่่าการคำำ�นวณ)] กด | เลือืก 
[Angle Unit (หน่่วยมุุม)] กด | เลือืก [Radian (เรเดีียน)] กด | กด C

กด I เลือืก [Define f(x)/g(x) (กำำ�หนดค่า f(x)/g(x))] กด | 
เลือืก [Define f(x) (กำำ�หนดค่า f(x))] กด |

กด I เลือืก [Define f(x)/g(x) (กำำ�หนดค่า f(x)/g(x))] กด | 
เลือืก [Define g(x) (กำำ�หนดค่า g(x))] กด |

กด I เลือืก [Table Range (ช่่วงตาราง)] กด |

หลังัจากป้อนค่่า [Start (เริ่่�มต้น):-2p, End (ส้ิ้�นสุุด):2p, Step (ข้ั้�น):
p
4
] 

เลือืก [Execute (คำำ�นวณ)] กด B

กด q[ สแกนคิิวอาร์โค้้ดเพ่ื่�อแสดงกราฟ

2sinq คืือ 2 เท่่าของค่่า sinq

-p 2p
-1

-2

-3

1

2

3

O

Y

qp 3
2 p2

p
2
p-

2j[)B

j[)B

y=2sinq

y=sinq
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(2) 	 y=2cosq
กราฟของ y=2cosq คือกราฟของ y=cosq 
คูณูด้้วย 2 ในทิิศทางของแกน y ตามที่่�แสดง
ด้้านขวา
คาบคืือ 2p ซ่ึ่�งเหมืือนกับัคาบสำำ�หรับั y=cosq

� คาบ  2p

check

เลือืกโหมดตาราง จากนั้้�นจึึงเปลี่่�ยนหน่่วยของมุมุเป็็นหน่่วยวัดัมุมุเรเดีียน
กด w เลือืก [Table (ตาราง)] กด | จากนั้้�นจึึงล้า้งข้อ้มูลูก่อ่นหน้้าโดยการกด W

กด L เลือืก [Calc Settings (การต้ั้�งค่่าการคำำ�นวณ)] กด | เลือืก [Angle Unit (หน่่วยมุุม)] กด | เลือืก 	
[Radian (เรเดีียน)] กด | กด C

กด I เลือืก [Define f(x)/g(x) (กำำ�หนดค่า f(x)/g(x))] กด | 
เลือืก [Define f(x) (กำำ�หนดค่า f(x))] กด |

กด I เลือืก [Define f(x)/g(x) (กำำ�หนดค่า f(x)/g(x))] กด | 
เลือืก [Define g(x) (กำำ�หนดค่า g(x))] กด |

กด I เลือืก [Table Range (ช่่วงตาราง)] กด |

หลังัจากป้อนค่่า [Start (เริ่่�มต้น):-2p, End (ส้ิ้�นสุุด):2p, Step (ข้ั้�น):
p
4
] 

เลือืก [Execute (คำำ�นวณ)] กด B

กด q[ สแกนคิิวอาร์โค้้ดเพ่ื่�อแสดงกราฟ

2cosq คืือ 2 เท่่าของค่่า cosq

-p 2p
-1

-2

-3

1

2

3

O

Y

qp 3
2 p2

p
2
p-

2k[)B

k[)B

y=2cosq

y=cosq
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		 วาดีกำราฟต่่อไปนี�และหาค่่าค่าบ
(1)		 y=

1

2  sinq

-p 2p
-1

-2

-3

1

2

3

O

Y

qp 3
2 p2

p
2
p-

กราฟของ y = 1
2  sinq            คืุอกราฟ

ของ y=sinq คุณูด้วยื 1
2  
ใน

ทิศทางของแกน y ตามท่�แสดง
ทางด้านขวา
คุาบคืุอ 2p ซ่ึ่�งเหมือนกับคุาบของ 
y=sinq
 คุาบ 2p

เลืือกโหมดตั้�ร�ง จากนั�นจง่เป็ล่ื�ยืนหน่วยืของมุมเป็็นหน่วยืวดัมุมเรเด่ยืน
กด w เลืือก [Table (ตั้�ร�ง)] กด | จากนั�นจง่ล้ืางขอ้มูลืก่อนหน้าโดยืการกด W
กด L เลืือก [Calc Settings (ก�รต้ั้�งค่ำ�ก�รคำำ�นวณ)] กด | เลืือก 
[Angle Unit (หน่วยมุุมุ)] กด | เลืือก [Radian (เรเดีียน)] กด | กด C
กด I เลืือก [Define f(x)/g(x) 
(กำ�หนดีค่ำ� f(x)/g(x))] กด |
เลืือก [Define f(x) (กำ�หนดีค่ำ� f(x))] กด |

กด I เลืือก [Define f(x)/g(x) 
(กำ�หนดีค่ำ� f(x)/g(x))] กด |
เลืือก [Define g(x) (กำ�หนดีค่ำ� g(x))] กด |

กด I เลืือก [Table Range (ช่่วงตั้�ร�ง)] กด |

หลัืงจากป้อนคุ่า [Start (เร่�มุต้ั้น):-2p, End (ส้ิ้�นสุิ้ดี):2p, 

Step (ข้ั้�น):
p
4

] เลืือก [Execute (คำำ�นวณ)] กด B

กด q[ สแกนค้ำวอ�ร์โค้ำดีเพืื่�อแสดงกราฟ

1
2  sinq         คืุอ 1

2   เท่าของคุ่า sinq

1a2$j[)B

j[)B

y=sinq

y = 1
2  sinq
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(2) 	 y=3cosq

-p 2p
-1

-2

-3

1

2

3

O

Y

qp 3
2 p2

p
2
p-

กราฟของ y=3cosq คืือกราฟของ 
y=cosq คูณูด้้วย 3 ในทิิศทางของ
แกน y ตามท่ี่�แสดงด้้านขวา
คาบคืือ 2p ซ่ึ่�งเหมืือนกัับคาบ
สำำ�หรับั y=cosq
�ค าบ  2p

เลืือกโหมดตาราง จากนั้้�นจึึงเปลี่�ยนหน่่วยของมุุมเป็็นหน่่วยวัดัมุุมเรเดีียน
กด w เลืือก [Table (ตาราง)] กด | จากนั้้�นจึึงล้้างข้อ้มููลก่อนหน้้าโดยการกด W
กด L เลืือก [Calc Settings (การต้ั้�งค่่าการคำำ�นวณ)] กด | เลืือก  
[Angle Unit (หน่่วยมุุม)] กด | เลืือก [Radian (เรเดีียน)] กด | กด C
กด I เลืือก [Define f(x)/g(x)  
(กำำ�หนดค่า f(x)/g(x))] กด |  
เลืือก [Define f(x) (กำำ�หนดค่า f(x))] กด |

กด I เลืือก [Define f(x)/g(x)  
(กำำ�หนดค่า f(x)/g(x))] กด |  
เลืือก [Define g(x) (กำำ�หนดค่า g(x))] กด |

กด I เลืือก [Table Range (ช่่วงตาราง)] กด |

หลัังจากป้อนค่่า [Start (เร่ิ่�มต้น):-2p, End (ส้ิ้�นสุุด):2p, 

Step (ข้ั้�น):
p
4

] เลืือก [Execute (คำำ�นวณ)] กด B

กด q[ สแกนคิิวอาร์โค้้ดเพ่ื่�อแสดงกราฟ

3cosq คืือ 3 เท่่าของค่่า cosq

3k[)B

k[)B

y=3cosq

y=cosq
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กราฟ sinkq แลืะ coskq

กำราฟ	y=sinkq	คื่อกำราฟของ	y=sinq	ค่ณูด้ีวย	
1

k		ในท้ศทางของแกำน	q	เมืุ�อเสรัจ็ส้�นแลว้	ค่าบจะค่ณูด้ีวย	
1

k		เช่ันกำนั

เรายงัสามุารถวาดีกำราฟ	y=coskq	ในลกัำษณะเดีียวกำนัได้ี

การทําความเขา้ใจสมบัติต่าง ๆ ของกราฟ y=sinkq และ y=coskq สําหรบัจาํนวนจรงิ k และวธีี
วาดกราฟดังกล่าว

·  กราฟคืุอ 
1
k
  เท่าใน

ทิศทางของแกน q

กราฟ y=sinkq

· คุาบ 
2p
k

2p

-1

1

O

Y

qp 3
2 p2

p
2
p-

y=sinq y=sin2q

2p

-1

1

O

Y
y=cosq y=cos2q

qp
3
2 p

2
p

2
p-

·  กราฟคืุอ 
1
k
  เท่าใน

ทิศทางของแกน q

กราฟ y=coskq

· คุาบ 
2p
k

กราฟ sinkq แลืะ  แลืะ coscoskkqqกราฟ กราฟ กราฟ กราฟ กราฟ กราฟ กราฟ กราฟ กราฟ กราฟ กราฟ กราฟ กราฟ กราฟ กราฟ กราฟ กราฟ กราฟ กราฟ sinsinsinsinsinsinsinsinsinsinsinsinsinsinsinsinsinsinsinsinsinsinsinsinsinsinsinkkkkkkkkkqq
�งก์ชันตรีโกณมิติ สมบัติต่าง ๆ และเอกลักษณ์ของ�งก์ชันตรีโกณมิติ�งก์ชันตรีโกณมิติ สมบัติต่าง ๆ และเอกลักษณ์ของ�งก์ชันตรีโกณมิติ
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		 วาดกราฟต่่อไปนี้้�และหาค่่าคาบ
(1) 	 y=sin2q
กราฟของ y=sin2q คือกราฟของ y=sinq คูณู
ด้้วย 

1

2    ในทิิศทางของแกน q ตามที่่�แสดงด้้าน
ขวา
คาบคืือ p ซ่ึ่�งเป็็นคาบสำำ�หรับั y=sinq คูณู
ด้้วย 

1

2  

� คาบ  p

check

เลือืกโหมดตาราง จากนั้้�นจึึงเปลี่่�ยนหน่่วยของมุมุเป็็นหน่่วยวัดัมุมุเรเดีียน
กด w เลือืก [Table (ตาราง)] กด | จากนั้้�นจึึงล้า้งข้อ้มูลูก่อ่นหน้้าโดยการกด W

กด L เลือืก [Calc Settings (การต้ั้�งค่่าการคำำ�นวณ)] กด | เลือืก [Angle Unit (หน่่วยมุุม)] กด | เลือืก 	
[Radian (เรเดีียน)] กด | กด C

กด I เลือืก [Define f(x)/g(x) (กำำ�หนดค่า f(x)/g(x))] 
กด | เลือืก [Define f(x) (กำำ�หนดค่า f(x))] กด |

กด I เลือืก [Define f(x)/g(x) (กำำ�หนดค่า f(x)/g(x))] 
กด | เลือืก [Define g(x) (กำำ�หนดค่า g(x))] กด |

กด I เลือืก [Table Range (ช่่วงตาราง)] กด |

หลังัจากป้อนค่่า [Start (เริ่่�มต้น):-2p, End (ส้ิ้�นสุุด):2p, Step (ข้ั้�น):
p
4
] 

เลือืก [Execute (คำำ�นวณ)] กด B

กด q[ สแกนคิิวอาร์โค้้ดเพ่ื่�อแสดงกราฟ

กราฟของ sin2q คืือกราฟของ sinq คูณู ด้้วย 1
2  

  ใน

ทิิศทางของแกน q

-p 2p
-1

-2

-3

1

2

3

O

Y

qp 3
2 p2

p
2
p-

j2[)B

j[)B

y=sinq

y=sin2q
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(2) 	 y=cos
1

2  q

กราฟของ y=cos
1

2   q คือกราฟของ y
=cosq 

คูณูด้้วย 2 ในทิิศทางของแกน q ตามที่่�แสดง
ด้้านขวา
คาบคืือ 4p, 2 เท่่าของคาบสำำ�หรับั y=cosq

� คาบ  4p

check

เลือืกโหมดตาราง จากนั้้�นจึึงเปลี่่�ยนหน่่วยของมุมุเป็็นหน่่วยวัดัมุมุเรเดีียน
กด w เลือืก [Table (ตาราง)] กด | จากนั้้�นจึึงล้า้งข้อ้มูลูก่อ่นหน้้าโดยการกด W

กด L เลือืก [Calc Settings (การต้ั้�งค่่าการคำำ�นวณ)] กด | เลือืก [Angle Unit (หน่่วยมุุม)] กด | เลือืก 	
[Radian (เรเดีียน)] กด | กด C

กด I เลือืก [Define f(x)/g(x) (กำำ�หนดค่า f(x)/g(x))] 
กด | เลือืก [Define f(x) (กำำ�หนดค่า f(x))] กด |

กด I เลือืก [Define f(x)/g(x) (กำำ�หนดค่า f(x)/g(x))] 
กด | เลือืก [Define g(x) (กำำ�หนดค่า g(x))] กด |

กด I เลือืก [Table Range (ช่่วงตาราง)] กด |

หลังัจากป้อนค่่า [Start (เริ่่�มต้น):-2p, End (ส้ิ้�นสุุด):2p, Step (ข้ั้�น):
p
4
] 

เลือืก [Execute (คำำ�นวณ)] กด B

กด q[ สแกนคิิวอาร์โค้้ดเพ่ื่�อแสดงกราฟ

กราฟของ cos 1
2  

 q คืือกราฟของ cosq คูณูด้้วย 2 

ในทิิศทางของแกน q

-p 2p
-1

-2

-3

1

2

3

O

Y

qp 3
2 p2

p
2
p-

y=cos
1

2  q

y=cosq

k1a2$[)B

k[)B
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		 วาดีกำราฟต่่อไปนี�และหาค่่าค่าบ
(1)		 y=sin

1

3  q

-p 2p
-1

-2

-3

1

2

3

O

Y

qp 3
2 p2

p
2
p-

กราฟของ y = sin 1
3  q            คืุอกราฟ

ของ y=sinq คุณูด้วยื 3 ในทิศทาง
ของแกน q ตามท่�แสดงด้านขวา
คุาบคืุอ 6p ซ่ึ่�งเป็็นคุาบสำาหรับั 
y=sinq คุณูด้วยื 3
 คุาบ 6p

เลืือกโหมดตั้�ร�ง จากนั�นจง่เป็ล่ื�ยืนหน่วยืของมุมเป็็นหน่วยืวดัมุมเรเด่ยืน
กด w เลืือก [Table (ตั้�ร�ง)] กด | จากนั�นจง่ล้ืางขอ้มูลืก่อนหน้าโดยืการกด W
กด L เลืือก [Calc Settings (ก�รต้ั้�งค่ำ�ก�รคำำ�นวณ)] กด | เลืือก 
[Angle Unit (หน่วยมุุมุ)] กด | เลืือก [Radian (เรเดีียน)] กด | กด C
กด I เลืือก [Define f(x)/g(x) 
(กำ�หนดีค่ำ� f(x)/g(x))] กด |
เลืือก [Define f(x) (กำ�หนดีค่ำ� f(x))] กด |

กด I เลืือก [Define f(x)/g(x) 
(กำ�หนดีค่ำ� f(x)/g(x))] กด |
เลืือก [Define g(x) (กำ�หนดีค่ำ� g(x))] กด |

กด I เลืือก [Table Range (ช่่วงตั้�ร�ง)] กด |

หลัืงจากป้อนคุ่า [Start (เร่�มุต้ั้น):-2p, End (ส้ิ้�นสุิ้ดี):2p, 

Step (ข้ั้�น):
p
4

] เลืือก [Execute (คำำ�นวณ)] กด B

กด q[ สแกนค้ำวอ�ร์โค้ำดีเพืื่�อแสดงกราฟ

กราฟของ sin 1
3  q         คืุอกราฟของ sinq คุณูด้วยื 3

ในทิศทางของแกน q

j1a3$[)B

j[)B

y=sinq

y = sin 1
3  q
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(2) 	 y=cos4q

-p 2p
-1

-2

-3

1

2

3

O

Y

qp 3
2 p2

p
2
p-

กราฟของ y=cos4q คืือกราฟของ 

y=cosq คูณูด้้วย
1
4   ในทิิศทางของ

แกน q ตามท่ี่�แสดงด้้านขวา

คาบคืือ p
2
, 
1
4   เท่่าของคาบสำำ�หรับั 

y=cosq
�ค าบ  p

2

เลืือกโหมดตาราง จากนั้้�นจึึงเปลี่�ยนหน่่วยของมุุมเป็็นหน่่วยวัดัมุุมเรเดีียน
กด w เลืือก [Table (ตาราง)] กด | จากนั้้�นจึึงล้้างข้อ้มููลก่อนหน้้าโดยการกด W
กด L เลืือก [Calc Settings (การต้ั้�งค่่าการคำำ�นวณ)] กด | เลืือก  
[Angle Unit (หน่่วยมุุม)] กด | เลืือก [Radian (เรเดีียน)] กด | กด C
กด I เลืือก [Define f(x)/g(x)  
(กำำ�หนดค่า f(x)/g(x))] กด |  
เลืือก [Define f(x) (กำำ�หนดค่า f(x))] กด |

กด I เลืือก [Define f(x)/g(x)  
(กำำ�หนดค่า f(x)/g(x))] กด |  
เลืือก [Define g(x) (กำำ�หนดค่า g(x))] กด |

กด I เลืือก [Table Range (ช่่วงตาราง)] กด |

หลัังจากป้อนค่่า [Start (เร่ิ่�มต้น):-2p, End (ส้ิ้�นสุุด):2p, 

Step (ข้ั้�น):
p
4

] เลืือก [Execute (คำำ�นวณ)] กด B

กด q[ สแกนคิิวอาร์โค้้ดเพ่ื่�อแสดงกราฟ

กราฟของ cos4q คืือกราฟของ cosq คูณูด้้วย 
1
4   

ในทิิศทางของแกน q

k4[)B

k[)B

y=cosq

y=cos4q
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กราฟ sin(q-p) แลืะ cos(q-q)
กำราฟของ	y=sin(q-p)	คื่อกำราฟของ	y=sinq	ที�คู่่ขนานกำบั	p	ในท้ศทางของแกำน	q	เมืุ�อเสรัจ็ส้�นแลว้	ค่าบจะยงัค่งไมุ่
เปลี�ยนแปลงที�	2p
นอกำจากำนี�	เรายงัสามุารถวาดีกำราฟ	y=cos(q-q)	ในลกัำษณะเดีียวกำนัได้ี

การทําความเขา้ใจสมบัติต่าง ๆ ของกราฟ y=sin(q-p) และ y=cos(q-q) สําหรบัจาํนวนจรงิ p
และ q และวธิวีาดกราฟดังกล่าว

2p

-1

1

O

Y

q
p 3

2 p2
p

2
p-

y=sinq y=sin(q- )2
p

·  กราฟถกูคุู่ขนานกับ p ใน
ทิศทางของแกน q

กราฟ y=sin(q-p)

· คุาบ 2p

2p

-1

1

O

Y

qp
3
2 p

2
p

2
p-

y=cosq y=cos(q- )2
p

·  กราฟถกูคุู่ขนานกับ q ใน
ทิศทางของแกน q

กราฟ y=cos(q-q)

· คุาบ 2p

กราฟ sin(q--pp) แลืะ  แลืะ coscos((qq--qq))กราฟ กราฟ กราฟ กราฟ กราฟ กราฟ กราฟ กราฟ กราฟ sinsinsinsinsinsinsinsinsinsinsinsinsinsinsinsinsinsinsinsinsinsin(((((((qqqqqqqqqqqqqqqqq ))
�งก์ชันตรีโกณมิติ สมบัติต่าง ๆ และค่าสหสัมพันธข์อง�งก์ชันตรีโกณมิติ�งก์ชันตรีโกณมิติ สมบัติต่าง ๆ และค่าสหสัมพันธข์อง�งก์ชันตรีโกณมิติ
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		 วาดกราฟต่่อไปนี้้�และหาค่่าคาบ

(1)	 y = −










sin θ π
4

กราฟของ y = −










sin θ π
4

                          คือกราฟของ 

y=sinq ที่่�คู่่�ขนานกับั p
4
 ในทิิศทางของแกน q 

ตามที่่�แสดงด้้านขวา
คาบคืือ 2p ซ่ึ่�งเหมืือนกับัคาบของ y=sinq

� คาบ  2p

check

เลือืกโหมดตาราง จากนั้้�นจึึงเปลี่่�ยนหน่่วยของมุมุเป็็นหน่่วยวัดัมุมุเรเดีียน
กด w เลือืก [Table (ตาราง)] กด | จากนั้้�นจึึงล้า้งข้อ้มูลูก่อ่นหน้้าโดยการกด W

กด L เลือืก [Calc Settings (การต้ั้�งค่่าการคำำ�นวณ)] กด | เลือืก [Angle Unit (หน่่วยมุุม)] กด | เลือืก 	
[Radian (เรเดีียน)] กด | กด C

กด I เลือืก [Define f(x)/g(x) (กำำ�หนดค่า f(x)/g(x))] 
กด | เลือืก [Define f(x) (กำำ�หนดค่า f(x))] กด |

กด I เลือืก [Define f(x)/g(x) (กำำ�หนดค่า f(x)/g(x))] 
กด | เลือืก [Define g(x) (กำำ�หนดค่า g(x))] กด |

กด I เลือืก [Table Range (ช่่วงตาราง)] กด |

หลังัจากป้อนค่่า [Start (เริ่่�มต้น):-2p, End (ส้ิ้�นสุุด):2p, Step (ข้ั้�น):
p
4
] 

เลือืก [Execute (คำำ�นวณ)] กด B

กด q[ สแกนคิิวอาร์โค้้ดเพ่ื่�อแสดงกราฟ

กราฟของ y = −










sin θ π
4

                           คืือกราฟของ 

y=sinq ที่่�คู่่�ขนานกัับ p
4
  ในทิิศทางของ

แกน q

-p 2p
-1

-2

-3

1

2

3

O

Y

qp 3
2 p2

p
2
p-

y = −










sin θ π
4

y=sinq

j[pq7a4$)B

j[)B
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(2)	 y = +










cos θ π
4

กราฟของ y = +










cos θ π
4

                คือกราฟของ 

y=cosq ที่่�คู่่�ขนานกับั - p
4
    ในทิิศทางของแกน 

q ตามที่่�แสดงด้้านขวา
คาบคืือ 2p ซ่ึ่�งเหมืือนกับัคาบสำำ�หรับั y=cosq

� คาบ  2p

check

เลือืกโหมดตาราง จากนั้้�นจึึงเปลี่่�ยนหน่่วยของมุมุเป็็นหน่่วยวัดัมุมุเรเดีียน
กด w เลือืก [Table (ตาราง)] กด | จากนั้้�นจึึงล้า้งข้อ้มูลูก่อ่นหน้้าโดยการกด W

กด L เลือืก [Calc Settings (การต้ั้�งค่่าการคำำ�นวณ)] กด | เลือืก [Angle Unit (หน่่วยมุุม)] กด | เลือืก 	
[Radian (เรเดีียน)] กด | กด C

กด I เลือืก [Define f(x)/g(x) (กำำ�หนดค่า f(x)/g(x))] 
กด | เลือืก [Define f(x) (กำำ�หนดค่า f(x))] กด |

กด I เลือืก [Define f(x)/g(x) (กำำ�หนดค่า f(x)/g(x))] 
กด | เลือืก [Define g(x) (กำำ�หนดค่า g(x))] กด |

กด I เลือืก [Table Range (ช่่วงตาราง)] กด |

หลังัจากป้อนค่่า [Start (เริ่่�มต้น):-2p, End (ส้ิ้�นสุุด):2p, Step (ข้ั้�น):
p
4
] 

เลือืก [Execute (คำำ�นวณ)] กด B

กด q[ สแกนคิิวอาร์โค้้ดเพ่ื่�อแสดงกราฟ

กราฟของ y = +










cos θ π
4

                            คืือกราฟของ 

y=cosq ที่่�คู่่�ขนานกัับ -p
4

     ในทิิศทางของแกน q

-p 2p
-1

-2

-3

1

2

3

O

Y

qp 3
2 p2

p
2
p-

y=cosq

y = +










cos θ π
4

k[+q7a4$)B

k[)B
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		 วาดีกำราฟต่่อไปนี�และหาค่่าค่าบ

(1) y = +










sin θ π
6

-p 2p
-1

-2

-3

1

2

3

O

Y

qp 3
2 p2

p
2
p-

กราฟของ y = +










sin θ π
6

                คืุอกราฟ

ของ y=sinq ท่�คุู่ขนานกับ -
p
6     ใน

ทิศทางของแกน q ตามท่�แสดงด้าน
ขวา
คุาบคืุอ 2p ซ่ึ่�งเหมือนกับคุาบของ 
y=sinq
 คุาบ 2p

เลืือกโหมดตั้�ร�ง จากนั�นจง่เป็ล่ื�ยืนหน่วยืของมุมเป็็นหน่วยืวดัมุมเรเด่ยืน
กด w เลืือก [Table (ตั้�ร�ง)] กด | จากนั�นจง่ล้ืางขอ้มูลืก่อนหน้าโดยืการกดW

กด L เลืือก [Calc Settings (ก�รต้ั้�งค่ำ�ก�รคำำ�นวณ)] กด | เลืือก 
[Angle Unit (หน่วยมุุมุ)] กด | เลืือก [Radian (เรเดีียน)] กด | กด C
กด I เลืือก [Define f(x)/g(x) 
(กำ�หนดีค่ำ� f(x)/g(x))] กด |
เลืือก [Define f(x) (กำ�หนดีค่ำ� f(x))] กด |

กด I เลืือก [Define f(x)/g(x) 
(กำ�หนดีค่ำ� f(x)/g(x))] กด |
เลืือก [Define g(x) (กำ�หนดีค่ำ� g(x))] กด |

กด I เลืือก [Table Range (ช่่วงตั้�ร�ง)] กด |

หลัืงจากป้อนคุ่า [Start (เร่�มุต้ั้น):-2p, End (ส้ิ้�นสุิ้ดี):2p, 
Step (ข้ั้�น):

p
4

] เลืือก [Execute (คำำ�นวณ)] กด B

กด q[ สแกนค้ำวอ�ร์โค้ำดีเพืื่�อแสดงกราฟ

กราฟของ y = +










sin θ π
6

                คืุอกราฟของ 

y=sinq ท่�คุู่ขนานกับ -
p
6     ในทิศทางของแกน q y=sinq

y = +










sin θ π
6

j[+q7a6$)B

j[)B
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(2)	 y = −










cos θ π
3

-p 2p
-1

-2

-3

1

2

3

O

Y

qp 3
2 p2

p
2
p-

กราฟของ y = −










cos θ π
3

              คืือกราฟ

ของ y=cosq ท่ี่�คู่่�ขนานกัับ p
3
  ใน

ทิิศทางของแกน q ตามท่ี่�แสดงด้้าน
ขวา
คาบคืือ 2p ซ่ึ่�งเหมืือนกัับคาบสำำ�หรับั 
y=cosq
�ค าบ  2p

เลืือกโหมดตาราง จากนั้้�นจึึงเปลี่�ยนหน่่วยของมุุมเป็็นหน่่วยวัดัมุุมเรเดีียน
กด w เลืือก [Table (ตาราง)] กด | จากนั้้�นจึึงล้้างข้อ้มููลก่อนหน้้าโดยการกด W
กด L เลืือก [Calc Settings (การต้ั้�งค่่าการคำำ�นวณ)] กด | เลืือก  
[Angle Unit (หน่่วยมุุม)] กด | เลืือก [Radian (เรเดีียน)] กด | กด C
กด I เลืือก [Define f(x)/g(x)  
(กำำ�หนดค่า f(x)/g(x))] กด |  
เลืือก [Define f(x) (กำำ�หนดค่า f(x))] กด |

กด I เลืือก [Define f(x)/g(x)  
(กำำ�หนดค่า f(x)/g(x))] กด |  
เลืือก [Define g(x) (กำำ�หนดค่า g(x)] กด |

กด I เลืือก [Table Range (ช่่วงตาราง)] กด |

หลัังจากป้อนค่่า [Start (เร่ิ่�มต้น):-2p, End (ส้ิ้�นสุุด):2p, 

Step (ข้ั้�น):
p
4
 ] เลืือก [Execute (คำำ�นวณ)] กด B

กด q[ สแกนคิิวอาร์โค้้ดเพ่ื่�อแสดงกราฟ

กราฟของ y = −










cos θ π
3

              คืือกราฟของ 

y=cosq ท่ี่�คู่่�ขนานกัับ p
3
  ในทิิศทางของแกน q 

k[pq7a3$)B

k[)B

y = −










cos θ π
3

y=cosq
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กราฟ tanq
กำำาหนดีให้ด้ีานส้�นสดุี	OP	ของมุมุุ	q	และ	OP	นั�นตั่ดีขวางเส้นต่รง	x=1	ที�	T	แลว้พ้ื่กำดัี	y
ของ	T	คื่อ	tanq	ดัีงนั�น	เราจง่ได้ี	T(1,	tanq)

กำราฟของ	y=tanq	คื่อกำราฟของเส้น	θ π π= +
2

n																						 (โดียที� n ค่อจำานวินเต็ม)	ที�มีุ
เส้นกำากับ (เส้นกำำากำบัคื่อเส้นต่รงที�กำราฟเกำอืบจะเป็นอนันต์่)

กราฟต่าง ๆ
กำราฟของ	y=atanq	คื่อกำราฟของ	y=tanq	ค่ณูด้ีวย	a	ในท้ศทางของแกำน	y	เมืุ�อเสรัจ็ส้�นแลว้	ค่าบจะยงัค่งไมุ่
เปลี�ยนแปลงที�	p

กำราฟของ	y=tankq	คื่อกำราฟของ	y=tanq	ค่ณูด้ีวย	
1

k		ในท้ศทางของแกำน	q	เมืุ�อเสรัจ็ส้�นแลว้	ค่าบจะค่ณูด้ีวย	
1

k

เช่ันกำนั

กำราฟของ	y=tan(q-p)	คื่อกำราฟของ	y=tanq	ที�คู่่ขนานกำบั	p	ในท้ศทางของแกำน	q	เมืุ�อเสรัจ็ส้�นแลว้	ค่าบจะยงัค่ง

ไมุ่เปลี�ยนแปลงที�	p

การทําความเขา้ใจสมบัติต่าง ๆ ของกราฟสําหรบั y=tanq และวธิวีาดกราฟดังกล่าว

-1

-1

1
q

1

O X

tanq T
P

Y

-p
2p

-1

1

O

Y

q
q qO X

Y

p 3
2 p2

p
2
p-

·  สมมาตรกับจดุ
กำาเนิดพิื่กัด

กราฟของ y=tanq

· คุาบ p
·  เรนจ ์
จำานวนจรังิทั�งหมด

กราฟ tanqกราฟ กราฟ กราฟ กราฟ กราฟ กราฟ กราฟ กราฟ กราฟ กราฟ กราฟ กราฟ กราฟ กราฟ กราฟ กราฟ กราฟ กราฟ กราฟ กราฟ กราฟ qqqqqq
�งก์ชันตรีโกณมิติ สมบัติต่าง ๆ และค่าสหสัมพันธข์อง�งก์ชันตรีโกณมิติ�งก์ชันตรีโกณมิติ สมบัติต่าง ๆ และค่าสหสัมพันธข์อง�งก์ชันตรีโกณมิติ
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		 จงวาดกราฟของ y=tanq และหาค่่าคาบ

� คาบ  p

check

เลือืกโหมดตาราง จากนั้้�นจึึงเปลี่่�ยนหน่่วยของมุมุเป็็นหน่่วยวัดัมุมุเรเดีียน
กด w เลือืก [Table (ตาราง)] กด | จากนั้้�นจึึงล้า้งข้อ้มูลูก่อ่นหน้้าโดยการกด W

กด L เลือืก [Calc Settings (การต้ั้�งค่่าการคำำ�นวณ)] กด | เลือืก [Angle Unit (หน่่วยมุุม)] กด | เลือืก 	
[Radian (เรเดีียน)] กด | กด C

กด I เลือืก [Define f(x)/g(x) (กำำ�หนดค่า f(x)/g(x))] 
กด | เลือืก [Define f(x) (กำำ�หนดค่า f(x))] กด |

กด I เลือืก [Table Range (ช่่วงตาราง)] กด |

หลังัจากป้อนค่่า [Start (เริ่่�มต้น):-2p, End (ส้ิ้�นสุุด):2p, Step (ข้ั้�น):
p
4
] 

เลือืก [Execute (คำำ�นวณ)] กด B

กด q[ สแกนคิิวอาร์โค้้ดเพ่ื่�อแสดงกราฟ

-p 2p
-1

-2

-3

1

2

3

O

Y

qp 3
2 p2

p
2
p-

l[)B
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		 จงวาดีกำราฟของ	y=tan2q	และหาค่่าค่าบ
กราฟของ y=tan2q คืุอกราฟของ 

y=tanq คุณูด้วยื 1
2   ในทิศทางของ

แกน q ตามท่�แสดงด้านขวา

คุาบคืุอ 1
2  p ซ่ึ่�งเป็็นคุาบสำาหรับั 

y=tanq คุณูด้วยื 1
2  

 คุาบ 1
2  p

-p 2p
-1

-2

-3

1

2

3

O

Y

qp 3
2 p2

p
2
p-

เลืือกโหมดตั้�ร�ง จากนั�นจง่เป็ล่ื�ยืนหน่วยืของมุมเป็็นหน่วยืวดัมุมเรเด่ยืน
กด w เลืือก [Table (ตั้�ร�ง)] กด | จากนั�นจง่ล้ืางขอ้มูลืก่อนหน้าโดยืการกด W
กด L เลืือก [Calc Settings (ก�รต้ั้�งค่ำ�ก�รคำำ�นวณ)] กด | เลืือก 
[Angle Unit (หน่วยมุุมุ)] กด | เลืือก [Radian (เรเดีียน)] กด | กด C
กด I เลืือก [Define f(x)/g(x) 
(กำ�หนดีค่ำ� f(x)/g(x))] กด |
เลืือก [Define f(x) (กำ�หนดีค่ำ� f(x))] กด |

กด I เลืือก [Define f(x)/g(x) 
(กำ�หนดีค่ำ� f(x)/g(x))] กด |
เลืือก [Define g(x) (กำ�หนดีค่ำ� g(x))] กด |

กด I เลืือก [Table Range (ช่่วงตั้�ร�ง)] กด |

หลัืงจากป้อนคุ่า [Start (เร่�มุต้ั้น):-2p, End (ส้ิ้�นสุิ้ดี):2p, 
Step (ข้ั้�น):

p
4

] เลืือก [Execute (คำำ�นวณ)] กด B

กด q[ สแกนค้ำวอ�ร์โค้ำดีเพืื่�อแสดงกราฟ

กราฟของ y=tan2q คืุอกราฟของ y=tanq คุณู
ด้วยื 1

2   ในทิศทางของแกน q

y=tanq y=tan2q

l2[)B

l[)B
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สูตรสำาหรับัฟังก์ชัันตรั่โกณมิติ
สตู่รต่่อไปนี�มัุกำจะใช้ัในฟังกำชั์ันต่รัโีกำณมุ้ต้่

explanation

เมืุ�อ	n	คื่อจำานวนเต็่มุ	ด้ีานส้�นสดุีของมุมุุ	q+2np	จะต่รงกำบัด้ีานส้�นสดุีของมุมุุ	q	ดัีงนั�น	ค่่าของฟังกำชั์ันต่รัโีกำณมุ้ต้่จง่
เท่ากำนัด้ีวย

explanation

ด้ีานส้�นสดุีของมุมุุ	q	และด้ีานส้�นสดุีของมุมุุ	-q	สมุมุาต่รกำบัแกำน	x
ดัีงนั�น	เค่รัื�องหมุายของพ้ื่กำดัี	y	ที�อน้เต่อรัเ์ซึ่กำชัันของ	P	และ	P'	ของด้ีานส้�นสดุีและวงกำลมุหน่�งหน่วยจะอยูต่่รงขา้มุ
กำนั	ไมุ่วา่จะเป็นบวกำหรัอืลบ

การทําความเขา้ใจสมบัติและสตูรต่าง ๆ สําหรบั�งก์ชันตรีโกณมิติ และวธิใีช้สมบัติและสตูรดังกล่าว

(1) ฟังก์ชัันตรั่โกณมิติของ q+2np
(โดยืท่� n คืุอจำานวนเต็ม)

sin(q+2np)=sinq
cos(q+2np)=cosq
tan(q+2np)=tanq

q
O X

P(x,y)
Y

(2) ฟังก์ชัันตรั่โกณมิติของ -q
sin(-q)=-sinq
cos(-q)=cosq
tan(-q)=-tanq

q
-qO X

P(x,y)

P'(x,-y)

Y

sin sin

cos cos

tan tan

( )

( )

( )

− =
−
= − = −

− = =

− =
−
= − = −

q q

q q

q q

y
r

y
r

x
r
y
x

y
x

(3) ฟังก์ชัันตรั่โกณมิติของ q+p
sin(q+p)=-sinq
cos(q+p)=-cosq
tan(q+p)=tanq

q
O X

p
P(x,y)

P'(-x,-y)

Y

สมบัติของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมบัติของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมบัติของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมบัติของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมบัติของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมบัติของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมบัติของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมบัติของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมบัติของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมบัติของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมบัติของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมบัติของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมบัติของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมบัติของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมบัติของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมบัติของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมบัติของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมบัติของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมบัติของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมบัติของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมบัติของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมบัติของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมบัติของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมบัติของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมบัติของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมบัติของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมบัติของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมบัติของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมบัติของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมบัติของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมบัติของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมบัติของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมบัติของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมบัติของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมบัติของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมบัติของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมบัติของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมบัติของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมบัติของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมบัติของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมบัติของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมบัติของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมบัติของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมบัติของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมบัติของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมบัติของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมบัติของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมบัติของฟังก์ชัันตรั่โกณมิติ
�งก์ชันตรีโกณมิติ สมบัติต่าง ๆ และค่าสหสัมพันธข์อง�งก์ชันตรีโกณมิติ�งก์ชันตรีโกณมิติ สมบัติต่าง ๆ และค่าสหสัมพันธข์อง�งก์ชันตรีโกณมิติ
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explanation

ด้้านส้ิ้�นสุดุของมุมุ q และด้้านส้ิ้�นสุดุของมุมุ q+p สมมาตรกับัจุดุกำำ�เนิิดพิิกัดั
ดัังนั้้�น เครื่่�องหมายของพิิกัดั x และ y ที่่�อิินเตอร์เ์ซกชัันของ P และ P' ของด้้านส้ิ้�นสุดุและวงกลมหน่ึ่�งหน่่วยจะอยู่่�
ตรงข้า้มกันั ไม่่ว่า่จะเป็็นบวกหรือืลบ

explanation

ด้้านส้ิ้�นสุดุของมุมุ p-q และด้้านส้ิ้�นสุดุของมุมุ q สมมาตรกับัแกน y
ดัังนั้้�น เครื่่�องหมายของพิิกัดั x ที่่�อิินเตอร์เ์ซกชัันของ P และ P' ของด้้านส้ิ้�นสุดุและวงกลมหน่ึ่�งหน่่วยจะอยู่่�ตรงข้า้ม
กันั ไม่่ว่า่จะเป็็นบวกหรือืลบ

นอกจากนี้้�ยังัสามารถพิิสูจูน์์ได้้โดยใช้้สูตูร (2) และ (3)

sin sin

cos cos

tan

( )

( )

( )

θ π θ

θ π θ

θ π

+ =
−
= − = −

+ =
−
= − = −

+ =
−
−
=

y
r

y
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x
r

x
r

y
x
yy
x
= tanθ

(4)  ฟังก์์ชัันตรีีโกณมิิติิของ p-q
sin(p-q)=sinq
cos(p-q)=-cosq
tan(p-q)=-tanq

q-q
O X

P(x,y)P'(-x,y)

Y

p-q

sin sin

cos cos

tan ta

( )

( )

( )

π θ θ

π θ θ

π θ

− = =

− =
−
= − = −

− =
−
= − = −

y
r
x
r

x
r

y
x

y
x

nnθ

sin sin sin sin
cos cos co
( ) {( ) } ( )

( ) {( ) }
π θ θ π θ θ
π θ θ π
− = − + = − − =
− = − + = − ss cos

tan tan tan tan
( )

( ) {( ) } ( )

− = −
− = − + = − = −

θ θ
π θ θ π θ θ

(5)  ฟังก์์ชัันตรีีโกณมิิติิของ q+
p
2

q
O X

P(x,y)P'(-y,x)
Y

p
2

sin cos

cos sin

tan

θ π θ

θ π θ

θ π

+
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
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
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
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



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+




2

2

2






= −

1
tanθ
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explanation

ด้้านส้ิ้�นสุดุของมุมุ q+
p
2
 คือด้้านส้ิ้�นสุดุของมุมุ q ที่่�หมุนุรอบจุดุกำำ�เนิิดของพิิกัดั 

p
2
 เท่่านั้้�น

ดัังนั้้�น พิิกัดัที่่�อิินเตอร์เ์ซกชัันของ P และ P' ของด้้านส้ิ้�นสุดุและวงกลมหน่ึ่�งหน่่วยคืือ P(x, y) และ P'(-y, x)

explanation

ด้้านส้ิ้�นสุดุของมุมุ 
p
2
-q คือด้้านส้ิ้�นสุดุของมุมุ q ที่่�หมุนุรอบแกน y โดย -q เท่่านั้้�น

ดัังนั้้�น พิิกัดัที่่�อิินเตอร์เ์ซกชัันของ P และ P' ของด้้านส้ิ้�นสุดุและวงกลมหน่ึ่�งหน่่วยคืือ P(x, y) และ P'(y, x)

นอกจากนี้้�ยังัสามารถพิิสูจูน์์ได้้โดยใช้้สูตูร (2) และ (5)

sin cos

cos si

θ π θ

θ π

+
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
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

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
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



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x
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(6)  ฟังก์์ชัันตรีีโกณมิิติิของ p
2
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เลือืกโหมดตาราง จากนั้้�นจึึงเปลี่่�ยนหน่่วยของมุมุเป็็นหน่่วยวัดัมุมุเรเดีียน
กด w เลือืก [Table (ตาราง)] กด | ล้า้งข้อ้มูลูก่อ่นหน้้าโดยการกด W

กด L เลือืก [Calc Settings (การต้ั้�งค่่าการคำำ�นวณ)] กด | เลือืก [Angle Unit (หน่่วยมุุม)] กด | เลือืก 	
[Radian (เรเดีียน)] กด | กด C

ยืืนยัันสูตูร (1)

ยืนืยันัว่า่ค่่าเมื่่�อ n=3 ใน sin(q+2np) เท่่ากับั sinq
กด I เลือืก [Define f(x)/g(x) (กำำ�หนดค่า f(x)/g(x))] 
กด | เลือืก [Define f(x) (กำำ�หนดค่า f(x))] กด |

กด I เลือืก [Define f(x)/g(x) (กำำ�หนดค่า f(x)/g(x))] 
กด | เลือืก [Define g(x) (กำำ�หนดค่า g(x))] กด |

กด I เลือืก [Table Range (ช่่วงตาราง)] กด |

หลังัจากป้อนค่่า [Start (เริ่่�มต้น):-p, End (ส้ิ้�นสุุด):2p, Step (ข้ั้�น):
p
4
] 

เลือืก [Execute (คำำ�นวณ)] กด B

ยืืนยัันสูตูร (2)

ยืนืยันัว่า่ sin(-q)=-sinq
กด I เลือืก [Define f(x)/g(x) (กำำ�หนดค่า f(x)/g(x))] 
กด | เลือืก [Define f(x) (กำำ�หนดค่า f(x))] กด |

กด I เลือืก [Define f(x)/g(x) (กำำ�หนดค่า f(x)/g(x))] 
กด | เลือืก [Define g(x) (กำำ�หนดค่า g(x))] กด |

กด I เลือืก [Table Range (ช่่วงตาราง)] กด |

หลังัจากป้อนค่่า [Start (เริ่่�มต้น):-p, End (ส้ิ้�นสุุด):2p, Step (ข้ั้�น):
p
4
] 

เลือืก [Execute (คำำ�นวณ)] กด B

ยืืนยัันสูตูร (3)

ยืนืยันัว่า่ cos(q+p)=-cosq
กด I เลือืก [Define f(x)/g(x) (กำำ�หนดค่า f(x)/g(x))] 
กด | เลือืก [Define f(x) (กำำ�หนดค่า f(x))] กด |

กด I เลือืก [Define f(x)/g(x) (กำำ�หนดค่า f(x)/g(x))] 
กด | เลือืก [Define g(x) (กำำ�หนดค่า g(x))] กด |

กด I เลือืก [Table Range (ช่่วงตาราง)] กด |

หลังัจากป้อนค่่า [Start (เริ่่�มต้น):-p, End (ส้ิ้�นสุุด):2p, Step (ข้ั้�น):
p
4
] 

เลือืก [Execute (คำำ�นวณ)] กด B

proof

j[+6q7)B

j[)B

เนื่่�องจากค่่าของ f(x) และ g(x) นั้้�นเท่่ากับัค่่า x ใด ๆ 
เราจึึงสามารถยืนืยันัได้้ว่า่ sin(x+6p)=sinx

jp[)B

pj[)B

k[+q7)B

pk[)B
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ยืืนยัันสูตูร (5)

ยืนืยันัว่า่ tan
tan

θ π
θ

+









= −

2

1

กด I เลือืก [Define f(x)/g(x) (กำำ�หนดค่า f(x)/g(x))] 	
กด | เลือืก [Define f(x) (กำำ�หนดค่า f(x))] กด |

กด I เลือืก [Define f(x)/g(x) (กำำ�หนดค่า f(x)/g(x))] | 	
เลือืก [Define g(x) (กำำ�หนดค่า g(x))] กด |

กด I เลือืก [Table Range (ช่่วงตาราง)] กด |

หลังัจากป้อนค่่า [Start (เริ่่�มต้น):-p, End (ส้ิ้�นสุดุ):2p, Step (ขั้้�น): p
4
] 

เลือืก [Execute (คำำ�นวณ)] กด B

		 จงหาค่่าของฟังก์ชั์ันตรีโีกณมิิติิต่่อไปนี้้�

(1)	 sin 25
4

p

�

  2
2

check

เปลี่่�ยนหน่่วยของมุมุเป็็นระบบเรเดีียน และจากนั้้�นจึึงตรวจสอบความถูกูต้อง
กด w เลือืก [Calculate (คำำ�นวณ)] กด |

กด L เลือืก [Calc Settings (การต้ั้�งค่่าการคำำ�นวณ)] กด | เลือืก [Angle Unit (หน่่วยมุุม)] กด | เลือืก 	
[Radian (เรเดีียน)] กด | กด C

(2)	 cos 7
6  

p

�
-   3
2

check

(3)	 tan −









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� -   3
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p1al[)B

sin sin sin si
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		 จงหาค่่าของฟังกำชั์ันต่รัโีกำณมุ้ต้่ต่่อไปนี�

(1) cos
  13
3

p

(2) sin
  4
3

p

(3) cos −

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



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สมการแลืะอสมการท่�เก่�ยืวขอ้งกับฟังก์ชัันตรั่โกณมิติ
สมการที�เกี�ยวิขอ้งกับ�งก์ชันตรื่ีโกณมิติ
สำาหรับักำารแกำส้มุกำารที�เกำี�ยวขอ้งกำบัฟังกำชั์ันต่รัโีกำณมุ้ต้่	หาพ้ื่กำดัีของอน้เต่อรัเ์ซึ่กำชัันบนกำราฟของเงื�อนไขและวงกำลมุ
หน่�งหน่วย	จากำนั�นจง่หามุมุุที�ต่รงต่ามุเงื�อนไขเหลา่นั�น

อสมการที�เกี�ยวิขอ้งกับ�งก์ชันตรื่ีโกณมิติ
ขั�นต่อนแรกำ	ให้สมุมุต้่วา่อสมุกำารคื่อสมุกำาร	จากำนั�นวาดีวงกำลมุหน่�งหน่วยและหามุมุุที�ต่รงกำบัวงกำลมุหน่�งหน่วยดัีงกำลา่ว
ขั�นต่อนถดัีไป	ให้พ้ื่จารณาเรนจที์�ต่รงกำบัอสมุกำารบนวงกำลมุหน่�งหน่วย	จากำนั�นหาเรนจข์องมุมุุที�ต่รงกำบัอสมุกำารดัีงกำลา่ว

	 	 จงหาค่่า	q	ที�ต่รงกำบัสมุกำารต่่อไปนี�
(1)	 เมืุ�อ	0≤q<2p	แลว้	2sinq-1=0

จากำ	2sinq-1=0	เราจะได้ี	 sinq =
1

2  
วงกำลมุหน่�งหน่วยและจดุีตั่ดี	y =

1

2  										ที�	P	และ	P'	ต่ามุที�แสดีงในรปูภาพื่
ด้ีานขวา
มุมุุ	q	ที�เราหาได้ีคื่อมุมุุ	q1	ที�เกำด้ีจากำด้ีานส้�นสดุี	OP	และมุมุุ	q2	ที�เกำด้ีจากำ	
OP'
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เปลี�ยนหน่วยของมุมุุเป็นหน่วยวดัีมุมุุเรเดีียน	และจากำนั�นจง่ต่รวจสอบค่วามุถกูำต้่อง
กำดี	w	เลอืกำ	[Calculate (คำำ�นวณ)]	กำดี	|
กำดี	L	เลอืกำ	[Calc Settings (ก�รต้ั้�งค่ำ�ก�รคำำ�นวณ)]	กำดี	|	เลอืกำ	[Angle Unit (หน่วยมุุมุ)]	กำดี	|	เลอืกำ	
[Radian (เรเดีียน)]	กำดี	|	กำดี	C
ค่ำานวณ	q1	โดียใช้ัฟังกำชั์ันต่รัโีกำณมุ้ต้่ผกำผัน

หา	q2	ด้ีวยวธ้์เีดีียวกำบัด้ีานบน	โดียกำารค่ำานวณ	p-q1

การทําความเขา้ใจวธิแีก้สมการและอสมการท่ีเก่ียวขอ้งกับ sinq, cosq และ tanq

สมการท่�เก่�ยืวขอ้งกับฟังก์ชัันตรั่โกณมิติ
ìïïíïïî tanq=a → เชัื�อมจดุกำาเนิดกับอินเตอรัเ์ซึ่กชันั P ของเส้น y=a แลืะ x=1

sinq=a → เชัื�อมจดุกำาเนิดกับอินเตอรัเ์ซึ่กชันั P ของวงกลืมหน่�งหน่วยืท่�ม่เส้น y=a

⇒ จงหามุม q ท่�เกิดจากด้านสิ�นสุด OP

cosq=a → เชัื�อมจดุกำาเนิดกับอินเตอรัเ์ซึ่กชันั P ของวงกลืมหน่�งหน่วยืท่�ม่เส้น x=a

อสมการท่�เก่�ยืวขอ้งกับฟังก์ชัันตรั่โกณมิติ
แทนท่�เคุรัื�องหมายือสมการด้วยืเคุรัื�องหมายืเท่ากับ แลืะจากนั�นหา q
หาเรนจข์อง q จากคุวามสัมพัื่น�ข์องอสมการบนวงกลืมหน่�งหน่วยื
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สมการแลืะอสมการท่�เก่�ยืวขอ้งกับฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมการแลืะอสมการท่�เก่�ยืวขอ้งกับฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมการแลืะอสมการท่�เก่�ยืวขอ้งกับฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมการแลืะอสมการท่�เก่�ยืวขอ้งกับฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมการแลืะอสมการท่�เก่�ยืวขอ้งกับฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมการแลืะอสมการท่�เก่�ยืวขอ้งกับฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมการแลืะอสมการท่�เก่�ยืวขอ้งกับฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมการแลืะอสมการท่�เก่�ยืวขอ้งกับฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมการแลืะอสมการท่�เก่�ยืวขอ้งกับฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมการแลืะอสมการท่�เก่�ยืวขอ้งกับฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมการแลืะอสมการท่�เก่�ยืวขอ้งกับฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมการแลืะอสมการท่�เก่�ยืวขอ้งกับฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมการแลืะอสมการท่�เก่�ยืวขอ้งกับฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมการแลืะอสมการท่�เก่�ยืวขอ้งกับฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมการแลืะอสมการท่�เก่�ยืวขอ้งกับฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมการแลืะอสมการท่�เก่�ยืวขอ้งกับฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมการแลืะอสมการท่�เก่�ยืวขอ้งกับฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมการแลืะอสมการท่�เก่�ยืวขอ้งกับฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมการแลืะอสมการท่�เก่�ยืวขอ้งกับฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมการแลืะอสมการท่�เก่�ยืวขอ้งกับฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมการแลืะอสมการท่�เก่�ยืวขอ้งกับฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมการแลืะอสมการท่�เก่�ยืวขอ้งกับฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมการแลืะอสมการท่�เก่�ยืวขอ้งกับฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมการแลืะอสมการท่�เก่�ยืวขอ้งกับฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมการแลืะอสมการท่�เก่�ยืวขอ้งกับฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมการแลืะอสมการท่�เก่�ยืวขอ้งกับฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมการแลืะอสมการท่�เก่�ยืวขอ้งกับฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมการแลืะอสมการท่�เก่�ยืวขอ้งกับฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมการแลืะอสมการท่�เก่�ยืวขอ้งกับฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมการแลืะอสมการท่�เก่�ยืวขอ้งกับฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมการแลืะอสมการท่�เก่�ยืวขอ้งกับฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมการแลืะอสมการท่�เก่�ยืวขอ้งกับฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมการแลืะอสมการท่�เก่�ยืวขอ้งกับฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมการแลืะอสมการท่�เก่�ยืวขอ้งกับฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมการแลืะอสมการท่�เก่�ยืวขอ้งกับฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมการแลืะอสมการท่�เก่�ยืวขอ้งกับฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมการแลืะอสมการท่�เก่�ยืวขอ้งกับฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมการแลืะอสมการท่�เก่�ยืวขอ้งกับฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมการแลืะอสมการท่�เก่�ยืวขอ้งกับฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมการแลืะอสมการท่�เก่�ยืวขอ้งกับฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมการแลืะอสมการท่�เก่�ยืวขอ้งกับฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมการแลืะอสมการท่�เก่�ยืวขอ้งกับฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมการแลืะอสมการท่�เก่�ยืวขอ้งกับฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมการแลืะอสมการท่�เก่�ยืวขอ้งกับฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมการแลืะอสมการท่�เก่�ยืวขอ้งกับฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมการแลืะอสมการท่�เก่�ยืวขอ้งกับฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมการแลืะอสมการท่�เก่�ยืวขอ้งกับฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมการแลืะอสมการท่�เก่�ยืวขอ้งกับฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมการแลืะอสมการท่�เก่�ยืวขอ้งกับฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมการแลืะอสมการท่�เก่�ยืวขอ้งกับฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมการแลืะอสมการท่�เก่�ยืวขอ้งกับฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมการแลืะอสมการท่�เก่�ยืวขอ้งกับฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมการแลืะอสมการท่�เก่�ยืวขอ้งกับฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมการแลืะอสมการท่�เก่�ยืวขอ้งกับฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมการแลืะอสมการท่�เก่�ยืวขอ้งกับฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมการแลืะอสมการท่�เก่�ยืวขอ้งกับฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมการแลืะอสมการท่�เก่�ยืวขอ้งกับฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมการแลืะอสมการท่�เก่�ยืวขอ้งกับฟังก์ชัันตรั่โกณมิติสมการแลืะอสมการท่�เก่�ยืวขอ้งกับฟังก์ชัันตรั่โกณมิติ
�งก์ชันตรีโกณมิติ สมการและอสมการท่ีเก่ียวขอ้งกับ�งก์ชันตรีโกณมิติ�งก์ชันตรีโกณมิติ สมการและอสมการท่ีเก่ียวขอ้งกับ�งก์ชันตรีโกณมิติ
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(2)	 เมื่่�อ 0≤q<2p จากนั้้�น 2 2cosq =   

จาก 2 2cosq =                   เราจะได้้ cosq =
  2
2

วงกลมหน่ึ่�งหน่่วยและจุดุตัด x =
  2
2

             ที่่� P และ P' ตามที่่�แสดงในรูปูภาพ
ด้้านขวา

มุมุ q ที่่�เราหาได้้คืือมุมุ q1 ที่่�เกิิดจากด้านส้ิ้�นสุดุ OP และ มุมุ q2 ที่่�เกิิดจาก 
OP'

θ π θ π θ π π π1 2 1
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,

�
θ π π=

    4
7
4
,

check

เปลี่่�ยนหน่่วยของมุมุเป็็นหน่่วยวัดัมุมุเรเดีียน และจากนั้้�นจึึงตรวจสอบความถูกูต้อง
กด w เลือืก [Calculate (คำำ�นวณ)] กด |

กด L เลือืก [Calc Settings (การต้ั้�งค่่าการคำำ�นวณ)] กด | เลือืก [Angle Unit (หน่่วยมุุม)] กด | เลือืก 	
[Radian (เรเดีียน)] กด | กด C

คำำ�นวณ q1 โดยใช้้ฟังก์ชั์ันตรีโีกณมิิติิผกผัน

หา q2 ด้วยวิิธีเีดีียวกับัด้้านบน โดยการคำำ�นวณ 2p-q1

(3)	 เมื่่�อ − < <
π θ π
2 2
                แล้ว้   3 1 0tanq− =

จาก    3 1 0tanq− =                      เราจะได้้ tanq =
  3
3

y =
  3
3

             และจุดุตัด x=1 ที่่� P ตามที่่�แสดงในรูปูภาพด้านขวา

เราจะพบมุมุ q ซ่ึ่�งเป็็นมุมุที่่�เกิิดจากด้านส้ิ้�นสุดุ OP

θ π=
  6

�
θ π=

  6
check

เปลี่่�ยนหน่่วยของมุมุเป็็นหน่่วยวัดัมุมุเรเดีียน และจากนั้้�นจึึงตรวจสอบความถูกูต้อง
กด w เลือืก [Calculate (คำำ�นวณ)] กด |

กด L เลือืก [Calc Settings (การต้ั้�งค่่าการคำำ�นวณ)] กด | เลือืก [Angle Unit (หน่่วยมุุม)] กด | เลือืก 	
[Radian (เรเดีียน)] กด | กด C

คำำ�นวณ q โดยใช้้ฟังก์ชั์ันตรีโีกณมิิติิผกผัน
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	 	 จงหาค่่า	q	ที�ต่รงกำบัสมุกำารต่่อไปนี�
(1)	 เมืุ�อ	0≤q<2p	จากำนั�น	2 3 0sinq + =  

(2)	 เมืุ�อ	0≤q<2p	จากำนั�น	2 1 0cosq− =

(3)	 เมืุ�อ	− < <
π θ π
2 2
                	แลว้	tanq=1

จาก 2 3 0sinq+ =                       เราจะได้ sinq =−   3
2

วงกลืมหน่�งหน่วยืแลืะจดุตัด y =−   3
2

                   ท่� P
แลืะ P' ตามท่�แสดงในรูป็ภาพื่ด้านขวา
θ π π θ π π ππ1 23

4
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จาก 2 1 0cosq− =                  เราจะได้ cosq = 1
2  

วงกลืมหน่�งหน่วยืแลืะจดุตัด x = 1
2              ท่� P แลืะ P' ตาม

ท่�แสดงในรูป็ภาพื่ด้านขวา

θ π π=
3
5
3
,
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จดุตัด y=1 แลืะ x=1 ท่� P ตามท่�แสดงในรูป็ภาพื่ด้านขวา
θ π=

4

θ π
=
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	 	 จงหาเรนจ์ข์อง q ที่่�ตรงกับัอสมการต่่อไปนี้้�

(1)	 เมื่่�อ 0≤q<2p จากนั้้�น sinq >
1

2  

สำำ�หรับั sinq =
1

2                  ด้วยการหาค่่าของ q เราจะได้้ θ π π=
    6

5

6
,

จากรูปูภาพด้านขวา เราจะได้้ sinq >
1

2              ดังนั้้�นเรนจ์ข์อง q ก็คื็ือ 	
π θ π
    6

5

6
< <

�

π θ π    6
5
6

< <

check

คำำ�นวณ q โดยใช้้ฟังก์ชั์ันตรีโีกณมิิติิผกผัน

(2)	 เมื่่�อ 0≤q<2p จากนั้้�น cosq >
1

2  

สำำ�หรับั cosq =
1

2                   ด้วยการหาค่่าของ q เราจะได้้ θ π π=
    3

5

3
,

จากรูปูภาพด้านขวา เราจะได้้ cosq >
1

2               ดังนั้้�นเรนจ์ข์อง q คือ 0≤q<
p
  3  

และ 
5

3  
p     <q<2p

�
0≤q<p

  3
, 5
3  p

<q<2p

check

คำำ�นวณ q โดยใช้้ฟังก์ชั์ันตรีโีกณมิิติิผกผัน

(3)	 เมื่่�อ − < <
π θ π
2 2
                แล้ว้ -   3       ≤tanq≤1

สำำ�หรับั tanq = −   3                      ด้วยการหาค่่าของ q เราจะได้้ q=-
p
  3

สำำ�หรับั tanq=1 ด้วยการหาค่่าของ q เราจะได้้ q= p
  4

จากรูปูภาพด้านขวา เราจะได้้ -   3       ≤tanq≤1 ดังนั้้�นเรนจ์ข์อง q คือ 	

-
p
  3
≤q≤ p

  4

�
-p
  3
≤q≤p

  4
check

คำำ�นวณ q โดยใช้้ฟังก์ชั์ันตรีโีกณมิิติิผกผัน

-1

-1

1

1

O X

PP'y= 1
2

p
6p5

6

Y

qj1a2$)B

-1

-1

1

1

O X

P

P'

x= 1
2

p
3

p5
3

Y

qk1a2$)B

-1

-1

1

1

O X

P

P'

y=1
x=1

p
3

-

p
4

3y=-

Y

qlps3$)B

ql1)B
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	 	 จงหาเรนจข์อง	q	ที�ต่รงกำบัอสมุกำารต่่อไปนี�

(1)	 เมืุ�อ	0≤q<2p	จากำนั�น	 sinq >−
1

2  

(2)	 เมืุ�อ	0≤q<2p	จากำนั�น	 cosq >−
1

2  

สำาหรับั sinq =− 1

2  
                          ด้วยืการหาคุ่า

ของ q เราจะได้ θ π π= 5
4

7
4    ,

จากรูป็ภาพื่ด้านขวา เราจะได้ 

sinq >− 1

2  
                 ดังนั�นเรนจข์อง q คืุอ 

0≤θ π π θ π< < <5
4

7
4

2    ,

0≤θ π π θ π< < <
5
4

7
4

2
    
,

-1

-1 1

1

O X

P P'

Y

y=-
2
1

p5
4p7

4

qjp1as2$$)B

สำาหรับั cosq =−
1
2                         ด้วยืการหาคุ่าของ q

เราจะได้ θ π π= 2
3

4
3    ,

จากรูป็ภาพื่ด้านขวา เราจะได้ cosq >− 1
2                ดังนั�น

เรนจข์อง q คืุอ 0≤θ π π θ π< < <2
3

4
3

2    ,

0≤θ π π θ π< < <
2
3

4
3

2
    
,

-1

-1 1

1

O X

P

P'

Y

x=- 1
2

p2
3

p4
3

qkp1a2$)B
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(3)	 เมื่่�อ − < <
π θ π
2 2
                แล้ว้ -

1

3  
        ≤tanq≤   3

สำำ�หรับั tanq =−
1

3  
                           ด้้วยการหาค่่า

ของ q เราจะได้้ q=-p
  6

สำำ�หรับั tanq =   3            ด้้วยการหาค่่า

ของ q เราจะได้้ q=
p
  3

จากรููปภาพด้านขวา เราจะได้้  

- 1

3  
         ≤tanq≤   3   ดัังนั้้�นเรนจ์์ของ q คืือ -

p
  6      ≤q≤

p
  3

� -
p
  6
≤q≤p

  3

-1

-1 1

1

O

X

x=1

P

P'

Y

p
6

-

p
3

3y=

1
3

y=-

qlp1as3$$)B

qls3$)B
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เอกลัืกษณ์ผลืบวกแลืะผลืต่างสำาหรับัฟังก์ชัันตรั่โกณมิติ
ฟังกำชั์ันต่รัโีกำณมุ้ต้่ของผลบวกำ	a+b	และผลต่่าง	a-b	ของมุมุุ	2	มุมุุ	a	และ	b	สามุารถแสดีงโดียฟังกำชั์ัน
ต่รัโีกำณมุ้ต้่ของ	a	และ	b	ได้ีดัีงต่่อไปนี�	ค่วามุสัมุพัื่นธ์นี์�เรัยีกำวา่เอกลักษณ์ผลบวิกและผลต่าง

explanation

การพิิสจูน์เอกลักษณ์ผลบวิกและผลต่างสำาหรื่บัไซน์และโคไซน์
ในรปูภาพื่ด้ีานขวา	พ้ื่กำดัี	y	ของจดุี	A	คื่อ	sin(a+b)

ดัีงนั�น	เราจง่ได้ี	sin(a+b)=BC=BD+DC

จากำ	AD=sina	เราจะได้ี	BD=ADcosb=sinacosb
จากำ	OD=cosa	เราจะได้ี	DC=ODsinb=cosasinb
ดัีงนั�น	เราจง่ได้ี	sin(a+b)=sinacosb+cosasinb	ซ่ึ่�งเราได้ีมุาจากำสตู่ร	(1)

ในลกัำษณะเดีียวกำนั	พ้ื่กำดัี	x	ของจดุี	A	คื่อ	cos(a+b)

ดัีงนั�น	เราจง่ได้ี	cos(a+b)=-OE=OC-EC=OC-AB

จากำ	OD=cosa	เราจะได้ี	OC=ODcosb=cosacosb
จากำ	AD=sina	เราจะได้ี	AB=ADsinb=sinasinb
ดัีงนั�น	เราจง่ได้ี	cos(a+b)=cosacosb-sinasinb	ซ่ึ่�งเราได้ีมุาจากำสตู่ร	(3)

จากำ	sin(-b)=-sinb	และ	cos(-b)=cosb	เราสามุารถแทนที�	b	ด้ีวย	-b	ในสตู่ร	(1)	และ	(3)	ได้ีต่ามุลำาดัีบ
โดียที�เราจะได้ี	sin(a-b)=sinacosb-cosasinb	ซ่ึ่�งเราได้ีมุาจากำสตู่ร	(2)

โดียที�เราจะได้ี	cos(a-b)=cosacosb+sinasinb	ซ่ึ่�งเราได้ีมุาจากำสตู่ร	(4)

การทําความเขา้ใจเอกลักษณ์ผลบวกและผลต่างสําหรบั�งก์ชันตรีโกณมิติ

เอกลัืกษณ์ผลืบวกแลืะผลืต่างสำาหรับัไซึ่น์

เอกลัืกษณ์ผลืบวกแลืะผลืต่างสำาหรับัโคุไซึ่น์

เอกลัืกษณ์ผลืบวกแลืะผลืต่างสำาหรับัแทนเจนต์

(1) sin(a+b)=sinacosb+cosasinb
(2) sin(a-b)=sinacosb-cosasinb

(3) cos(a+b)=cosacosb-sinasinb

(5) tan tan tan
tan tan

( )α β α β
α β

+ = +
−1

(4) cos(a-b)=cosacosb+sinasinb

(6) tan tan tan
tan tan

( )α β α β
α β

− =
−

+1

a b
b

-1

-1

1

1

1

O X

B

C

D

E

A

Y

เอกลัืกษณ์ผลืบวกแลืะผลืต่างสำาหรับัฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ผลืบวกแลืะผลืต่างสำาหรับัฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ผลืบวกแลืะผลืต่างสำาหรับัฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ผลืบวกแลืะผลืต่างสำาหรับัฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ผลืบวกแลืะผลืต่างสำาหรับัฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ผลืบวกแลืะผลืต่างสำาหรับัฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ผลืบวกแลืะผลืต่างสำาหรับัฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ผลืบวกแลืะผลืต่างสำาหรับัฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ผลืบวกแลืะผลืต่างสำาหรับัฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ผลืบวกแลืะผลืต่างสำาหรับัฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ผลืบวกแลืะผลืต่างสำาหรับัฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ผลืบวกแลืะผลืต่างสำาหรับัฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ผลืบวกแลืะผลืต่างสำาหรับัฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ผลืบวกแลืะผลืต่างสำาหรับัฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ผลืบวกแลืะผลืต่างสำาหรับัฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ผลืบวกแลืะผลืต่างสำาหรับัฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ผลืบวกแลืะผลืต่างสำาหรับัฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ผลืบวกแลืะผลืต่างสำาหรับัฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ผลืบวกแลืะผลืต่างสำาหรับัฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ผลืบวกแลืะผลืต่างสำาหรับัฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ผลืบวกแลืะผลืต่างสำาหรับัฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ผลืบวกแลืะผลืต่างสำาหรับัฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ผลืบวกแลืะผลืต่างสำาหรับัฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ผลืบวกแลืะผลืต่างสำาหรับัฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ผลืบวกแลืะผลืต่างสำาหรับัฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ผลืบวกแลืะผลืต่างสำาหรับัฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ผลืบวกแลืะผลืต่างสำาหรับัฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ผลืบวกแลืะผลืต่างสำาหรับัฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ผลืบวกแลืะผลืต่างสำาหรับัฟังก์ชัันตรั่โกณมิติเอกลัืกษณ์ผลืบวกแลืะผลืต่างสำาหรับัฟังก์ชัันตรั่โกณมิติ
�งก์ชันตรีโกณมิติ เอกลักษณ์ผลบวกและผลต่าง�งก์ชันตรีโกณมิติ เอกลักษณ์ผลบวกและผลต่าง



5-4-4-1p2

การพิิสูจูน์์เอกลัักษณ์์ผลบวกและผลต่่างสำำ�หรับัแทนเจนต์์

จาก  tan
sin
cos

q q
q

=                        เราจะได้้ tan sin
cos

sin cos cos sin
cos cos sin si

( )
( )

( )
α β α β

α β
α β α β
α β α

+ =
+
+

=
+
− nnβ

หารตััวส่่วนและตััวเศษของสูตูรนี้้�ด้้วย cosacosb ตามลำำ�ดับ

โดยที่่�เราจะได้้ 

sin cos
cos cos

cos sin
cos cos

cos cos
cos cos

sin sin

α β
α β

α β
α β

α β
α β

α β

+

−
ccos cos

sin
cos

sin
cos

sin sin
cos cos

tan tan
t

α β

α
α

β
β

α β
α β

α β
=

+

−
=

+
−

1
1 aan tanα β

                                                                                                               ซ่ึ่�งเราได้้มาจากสูตูร (5)

เราจะได้้ tan(a-b) โดยการแทนที่่� b ด้วย -b ในสูตูร (5)

ยืืนยัันสูตูร (1)

(a) ยื นยันัสูตูรเอกลักัษณ์์ผลบวกและผลต่่างโดยแทนที่่�ค่่าตััวเลขที่่�เหมาะสมใน 
sin(a+b)=sinacosb+cosasinb
แทนที่่� a=30° และ b=60° ในสูตูรด้้านบน
(ด้้านซ้้าย)=sin(30°+60°)=sin90°=1

(ด้้านขวา)=sin30°cos60°+cos30°sin60°=
1

2

1

2

3

2

3

2    
  
  

  
  

× + ×                              =1

ดัังนั้้�น เราจึึงสามารถยืืนยันัความถูกูต้องของสูตูรได้้เนื่่�องจากด้านซ้้ายและด้้านขวาเหมืือนกันั

(b)  ใช้้เครื่่�องคิิดเลขวิิทยาศาสตร์ข์องคุณุเพ่ื่�อตรวจสอบความถูกูต้องของเอกลักัษณ์์ผลบวกและผลต่่าง 
sin(a+b)=sinacosb+cosasinb
กำำ�หนดให้้หน่่วยของมุมุเป็็นองศา

กด w เลือืก [Table (ตาราง)] กด | จากนั้้�นจึึงล้า้งข้อ้มูลูก่อ่นหน้้าโดยการกด W

กด L เลือืก [Calc Settings (การต้ั้�งค่่าการคำำ�นวณ)] กด | เลือืก 	
[Angle Unit (หน่่วยมุุม)] กด | เลือืก [Degree (องศา)] กด | กด C

แสดง sin(x+45°)=sinxcos45°+cosxsin45° เพ่ื่�อดำำ�เนิินการนี้้� ให้้ป้อนข้อ้มูลู f(x)=sin(x+45°), 
g(x)=sinxcos45°+cosxsin45° และแสดงโดยการคำำ�นวณว่า่ค่่าของ f(x) และ g(x) นั้้�นเท่่ากับัค่่า x ใด ๆ
กด I เลือืก [Define f(x)/g(x) (กำำ�หนดค่า f(x)/g(x))] 	
กด | เลือืก [Define f(x) (กำำ�หนดค่า f(x))] กด |

กด I เลือืก [Define f(x)/g(x) (กำำ�หนดค่า f(x)/g(x))] กด | เลือืก [Define g(x) 

(กำำ�หนดค่า g(x))] กด |

กด I เลือืก [Table Range (ช่่วงตาราง)] กด |

หลังัจากป้อนค่่า [Start (เริ่่�มต้น):0, End (ส้ิ้�นสุุด):180, Step (ข้ั้�น):15] 
เลือืก [Execute (คำำ�นวณ)] กด B

tan tan tan
tan tan

tan tan
tan tan

( )
( )

( )
α β α β

α β
α β
α β

− =
+ −

− −
=

−
+1 1

proof

j[+45)B

j[)k45)+k[)j45)B
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		 จงหาค่่าต่่าง ๆ ต่่อไปนี้้�
(1) 	 sin105°

�

    6
4
+ 2

check

sin105°

(2) 	 cos(-15°)

�

    6
4
+ 2

check

cos(-15°)

(3) 	 cos105°

�

    2
4
- 6

check

cos105°

= +

= +

= × + ×

sin
sin cos cos sin
( )60 45

60 45 60 45

3

2

1

2

1

2

1

 

   

  
         

  
  

    
2

3

2 2

6

4
= =

+1 + 2

กด w เลือืก [Calculate (คำำ�นวณ)] กด |
j105)B

= −

= +

= × + ×

cos
cos cos sin sin
( )30 45

30 45 30 45

3

2

1

2

1

2

1

 

   

  
         

  
  

    
2

3

2 2

6

4
= =

+1 + 2

kp15)B

= +

= −

= × − ×

cos
cos cos sin sin
( )60 45

60 45 60 45

1

2

1

2

3

2

1

 

   

    
  
     

  
  

    
2

1 3

2 2

2

4
=
−

=
− 6

k105)B
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		 จงหาค่่าต่่าง	ๆ	ต่่อไปนี�
(1)		 sin75°

(2)		 cos75°

(3)		 sin15°

    6
4
+ 2

sin75°

= −
= −

= × − −

sin
sin cos cos sin
( )120 45

120 45 120 45

3
2

1

2

1

 

   

  
     22

1

2

3

2 2

6
4   

  
  

    








× = =

+1 + 2

j75)B

    6
4
- 2

cos75°

= +
= −

= × − ×

cos
cos cos sin sin
( )45 30

45 30 45 30

1

2

3
2

1

2

1

 

   

  
  
       

  
  

    
2

3 1

2 2

6
4

=
−
=

− 2

k75)B

    6
4

- 2

sin15°

= −
= −

= × − ×

sin
sin cos cos sin
( )45 30

45 30 45 30

1

2

3
2

1

2

1

 

   

  
  
       

  
  

    
2

3

2 2

6
4

=
−
=

−1 2

j15)B
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สูตรมุมสองเท่า
ด้ีวยเอกำลกัำษณ์ผลบวกำและผลต่่าง	(1),	(3)	และ	(5)	โดียให้	b=a	เราจะได้ีสตูรมมุสองเท่าดัีงต่่อไปนี�

explanation

การพิิสจูน์สตูร (1)

กำำาหนดีให้	sin2a=sin(a+a)=sinacosa+cosasina=2sinacosa	เราจะได้ีสตู่ร	(1)

การพิิสจูน์สตูร (2)

cos cos cos cos sin sin cos sin( )2 2 2a a a a a a a a a= + = − = − 	 …( i )

จากำ	 sin cos2 2 1a a+ =																																	แลว้เป็น	 sin cos2 21a a= −																																	เราสามุารถแทนที�ใน	( i )	เพืื่�อที�จะได้ี	
cos cos sin cos cos cos( )2 1 2 12 2 2 2 2a a a a a a= − = − − = −

จากำ	 sin cos2 2 1a a+ =																																	แลว้เป็น	 cos sin2 21a a= −																																	เราสามุารถแทนที�ใน	( i )	เพืื่�อที�จะได้ี	
cos cos sin sin sin sin2 1 1 22 2 2 2 2a a a a a a= − = − − = −

การพิิสจูน์สตูร (3)

โดียที�เราจะได้ี	 tan tan
tan tan
tan tan

tan
tan

( )2
1

2

1 2a a a a a
a a

a
a

= + =
+

−
=
−

																																																																																														ซ่ึ่�งเราได้ีมุาจากำสตู่ร	(3)

ย่นยันสตูร (1)

กำำาหนดีให้หน่วยของมุมุุเป็นองศ�

กำดี	w	เลอืกำ	[Table (ตั้�ร�ง)]	กำดี	|	จากำนั�นจง่ลา้งขอ้มุลูกำอ่นหน้าโดียกำารกำดี	W

กำดี	L	เลอืกำ	[Calc Settings (ก�รต้ั้�งค่ำ�ก�รคำำ�นวณ)]	กำดี	|	เลอืกำ	[Angle Unit (หน่วยมุุมุ)]	กำดี	|	เลอืกำ	
[Degree (องศ�)]	กำดี	|	กำดี	C

กำดี	I	เลอืกำ	[Define f(x)/g(x)	(กำ�หนดีค่ำ� f(x)/g(x))]	กำดี	|	เลอืกำ	[Define f(x)	(กำ�หนดีค่ำ� f(x))]	กำดี	|

หลงัจากำป้อนค่่า	f(x)=sin2x	แลว้	ให้กำดี	B

ให้ป้อนค่่า	g(x)=2sinxcosx	ด้ีวยวธ้์กีำารเดีียวกำนั
กำดี	I	เลอืกำ	[Table Range (ช่่วงตั้�ร�ง)]	กำดี	|

หลงัจากำป้อนค่่า	[Start (เร่�มุต้ั้น):0,	End (ส้�นสุดี):180,	Step (ข้ั้�น):10]	เลอืกำ	
[Execute (คำำ�นวณ)]	กำดี	B

การทําความเขา้ใจสตูรมมุสองเท่า

(1) sin2a=2sinacosa
(2) cos cos sin cos sin2 2 1 1 22 2 2 2a a a a a= − = − = −

(3) tan tan
tan

2
2
1 2

a a
a

=
−

proof

จากำจดุีนี�	เราจะเห็นวา่	f(x)=sin2x	และ	
g(x)=2sinxcosx	นั�นเท่ากำบัค่่า	x	ต่่าง	ๆ

สูตรมุมสองเท่าสูตรมุมสองเท่าสูตรมุมสองเท่าสูตรมุมสองเท่าสูตรมุมสองเท่าสูตรมุมสองเท่าสูตรมุมสองเท่าสูตรมุมสองเท่าสูตรมุมสองเท่าสูตรมุมสองเท่าสูตรมุมสองเท่าสูตรมุมสองเท่าสูตรมุมสองเท่าสูตรมุมสองเท่าสูตรมุมสองเท่าสูตรมุมสองเท่าสูตรมุมสองเท่าสูตรมุมสองเท่าสูตรมุมสองเท่าสูตรมุมสองเท่าสูตรมุมสองเท่าสูตรมุมสองเท่าสูตรมุมสองเท่าสูตรมุมสองเท่าสูตรมุมสองเท่าสูตรมุมสองเท่า
�งก์ชันตรีโกณมิติ เอกลักษณ์ผลบวกและผลต่าง�งก์ชันตรีโกณมิติ เอกลักษณ์ผลบวกและผลต่าง
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		 จงหาค่่าต่่อไปนี�เมืุ�อ	 sina = − 2
3  

																					และ	a	คื่อมุมุุหน่�งในจต่ภุาค่ที�	3

(1)		 sin2a

cos sin2 2

2

1 1
2

3

5

9
a a= − = − −










=

    

a	คื่อมุมุุหน่�งในจต่ภุาค่ที�	3	และเนื�องจากำ	cosa<0	เราจง่ได้ี	 cosa = −   
  
5

3

ดัีงนั�น	เราจง่ได้ี	 sin sin cos2 2 2
2

3
5

3
a a a= = × −










× −










  
  
  
==
4 5

9

  

4 5
9
  

(2)		 cos2a

1
9  

	 จงหาค่่าต่่าง	ๆ	ต่่อไปนี�

(1)	 ค่่าสำาหรับั	cos2a	เมืุ�อ	a	คื่อมุมุุหน่�งในจต่ภุาค่ที�	2	และ	 sina =
1

4  

(2)	 ค่่าสำาหรับั	tan2a	เมืุ�อ	a	คื่อมุมุุหน่�งในจต่ภุาค่ที�	2	และ	 tana = −   5

cos sin2 1 2 1 2
2

3

1

9
2

2

a a= − = − × −









=

    

cos cos

cos cos

2 2 1 2
5

3
1
1

9

2

2

2

2

a a

a a

= − = × −











− =

=

  
    

−− = −











− −









=sin2

2 2
5

3

2

3

1

9
a   

      

7
8  

cos sin2 1 2 1 2
1
4

7
8

2

2

a a= − = − ×








=

    

  5
2

tan tan
tan

( )

( )
2

2
1

2 5

1 5

2 5
1 5

5
22 2

a a
a

=
−

= × −

− −
= −

−
=  
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เอกลัืกษณ์ของคุรั่�งมุม
เราสามุารถหาเอกลักษณ์ของครื่ึ�งมมุได้ีจากำสตู่รมุมุุสองเท่า

explanation

การพิิสจูน์สตูร (1)

จากำ	 cos sin2 1 2 2a a= −																																			เราจะได้ี	 sin cos2 1 2

2
a a
=
−

โดียกำารแทนที�	a	ในสตู่รนี�ด้ีวย	a
2
			เราจะได้ี	 sin cos2

2

1

2

a a
=
−

																																ซ่ึ่�งเราได้ีมุาจากำสตู่ร	(1)

การพิิสจูน์สตูร (2)

จากำ	 cos cos2 2 12a a= −																																				เราจะได้ี	 cos cos2 1 2

2
a a
=
+

โดียกำารแทนที�	a	ในสตู่รนี�ด้ีวย	a
2
			เราจะได้ี	 cos cos2

2

1

2

a a
=
+

																																	ซ่ึ่�งเราได้ีมุาจากำสตู่ร	(2)

การพิิสจูน์สตูร (3)

โดียที�เราจะได้ี	 tan
sin

cos

cos

cos
cos
cos

2

2

22
2

2

1
2

1
2

1
1

a
a

a

a

a
a
a

= =

−

+
=
−
+

																																																																									ซ่ึ่�งเราได้ีมุาจากำสตู่ร	(3)

การทําความเขา้ใจเอกลักษณ์ของครึง่มมุ

(1) sin cos2

2
1
2

a a
=
−

(2) cos cos2

2
1
2

a a
=
+

(3) tan cos
cos

2

2
1
1

a a
a

=
−
+

เอกลัืกษณ์ของคุรั่�งมุมเอกลัืกษณ์ของคุรั่�งมุมเอกลัืกษณ์ของคุรั่�งมุมเอกลัืกษณ์ของคุรั่�งมุมเอกลัืกษณ์ของคุรั่�งมุมเอกลัืกษณ์ของคุรั่�งมุมเอกลัืกษณ์ของคุรั่�งมุมเอกลัืกษณ์ของคุรั่�งมุมเอกลัืกษณ์ของคุรั่�งมุมเอกลัืกษณ์ของคุรั่�งมุมเอกลัืกษณ์ของคุรั่�งมุมเอกลัืกษณ์ของคุรั่�งมุมเอกลัืกษณ์ของคุรั่�งมุม
�งก์ชันตรีโกณมิติ ทฤษฎบีทการบวก�งก์ชันตรีโกณมิติ ทฤษฎบีทการบวก
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ยืืนยัันสูตูร (1)

แทนที่่�ค่่าตััวเลขที่่�เหมาะสมลงในเอกลักัษณ์์ของครึ่่�งมุมุ  sin cos2

2

1

2

a a
=
−

                                เพ่ื่�อยืนืยันัค่่า
แทนที่่� a=60° ในสูตูรด้้านบน
(ด้้านซ้้าย)= = = =










=sin sin sin2 2 2

2

2
60

2
30

1

2

1

4

a 



    

(ด้้านขวา)=
−

=
−

=
−

=
1

2

1 60

2

1
1
2
2

1

4

cos cosa    
  

ดัังนั้้�น เราจึึงสามารถยืนืยันัความถูกูต้องของสูตูรได้้เนื่่�องจากด้านซ้้ายและด้้านขวาเหมืือนกันั
ยืืนยัันสูตูร (2)

ใช้้ฟังก์ชั์ัน Table (ตาราง) ในเครื่่�องคิิดเลขวิิทยาศาสตร์ข์องคุณุเพ่ื่�อตรวจสอบความถูกูต้องของเอกลักัษณ์์

ของครึ่่�งมุมุ cos cos2

2

1

2

a a
=
+

กำำ�หนดให้้หน่่วยของมุมุเป็็นองศา

กด w เลือืก [Table (ตาราง)] กด | จากนั้้�นจึึงล้า้งข้อ้มูลูก่อ่นหน้้าโดยการกด W

กด L เลือืก [Calc Settings (การต้ั้�งค่่าการคำำ�นวณ)] กด | เลือืก [Angle Unit (หน่่วยมุุม)] กด | เลือืก 	
[Degree (องศา)] กด | กด C

กด I เลือืก [Define f(x)/g(x) (กำำ�หนดค่า f(x)/g(x))] 	
กด | เลือืก [Define f(x) (กำำ�หนดค่า f(x))] กด |

กด I เลือืก [Define f(x)/g(x) (กำำ�หนดค่า f(x)/g(x))] 	
กด | เลือืก [Define g(x) (กำำ�หนดค่า g(x))] กด |

กด I เลือืก [Table Range (ช่่วงตาราง)] กด |

หลังัจากป้อนค่่า [Start (เริ่่�มต้น):0, End (ส้ิ้�นสุุด):90, Step (ข้ั้�น):10] 	
เลือืก [Execute (คำำ�นวณ)] กด B

proof

k[a2$)dB

a1+k[)R2B

เราสามารถยืืนยันัความถูกูต้องของเอกลักัษณ์์ของครึ่่�ง
มุมุได้้เนื่่�องจากค่่าสำำ�หรับั f(x) และ g(x) นั้้�นเหมืือนกันั
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		 เมืุ�อ	 0
2

< <α π
																		และ	 sina =

5

13  
																			จงหาค่่าของ	 cosa

  2

cos sin2 2

2 2

1 1
5

13

12

13
a a= − = −










=








    

จากำ	 0
2

< <α π
																		เนื�องจากำ	cosa>0	เราจง่ได้ี	 cosa =

12

13  

ดัีงนั�น	เราจง่ได้ี	 cos
cos2

2

1

2

1
12
13
2

25

26

a a
=
+

=
+

=  
  

จากำ	 0
2

< <α π
																		เนื�องจากำ	 0

2 4
< <
α π

          	เราจง่ได้ี	 cosa
2

0>

ดัีงนั�น	เราจง่ได้ี	 cos
a
2

25

26

5 26

26
= =
    

5 26
26  

check

	 เมืุ�อ	 0
2

< <α π
																		และ	 sina =

  
  
5

3
																				จงหาค่่าของ	 cosa

  2

sin

cos

sin .

.

a

a

a

=

=









=

= =

−

5

13
5

13
22 61

2
0 98

5 26

2

1

  

  

 





66 













กำดี	w	เลอืกำ	[Calculate (คำำ�นวณ)]	กำดี	|
qj5a13$)B

kMa2$)B

cos sin2 2

2

1 1
5
3

4
9

a a= − = −











=  

    

จาก 0
2

< <α π                     เนื�องจาก cosa>0 เราจง่ได้ cosa = 2
3  

ดังนั�น เราจง่ได้ cos cos2

2
1
2

1
2
3
2

5
6

a a=
+

=
+

=  
  

จาก 0
2

< <α π                     เนื�องจาก 0
2 4

< <α π            เราจง่ได้ cosa
2

0>

ดังนั�น เราจง่ได้ cos
a
2

5
6

30
6

= =
   

30
6 

sin

cos

sin .

.

a

a

a

=

=











=

= =

−

  
  
  
  

5
3
5
3

48 18

2
0 91

3

1




00
6  













กด w เลืือก [Calculate (คำำ�นวณ)] กด |
qjs5$a3$)B

kMa2$)B
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ฟังก์ชัันตรั่โกณมิติป็ระกอบ
ผลรวมุของน้พื่จน์เช้ังเส้น	sinq	และ	cosq	สามุารถแปลงได้ีเป็นน้พื่จน์ไซึ่น์เท่านั�น	(หรัอืโค่ไซึ่น์เท่านั�น)	ซ่ึ่�งจะเรัยีกำวา่	
�งก์ชันตรื่ีโกณมิติประกอบ	เราสามุารถแสดีงสตู่รประกำอบได้ีต่ามุที�แสดีงด้ีานลา่ง

explanation

โดียให้	a	เป็นมุมุุระหวา่งแกำน	x	และเส้น	OP	ที�เกำด้ีจากำจดุี	P(a,	b)	และจดุีกำำาเน้ดีพ้ื่กำดัี	O
กำำาหนดีให้	 a b r2 2+ =																						จากำน้ยามุของฟังกำชั์ันต่รัโีกำณมุ้ต้่	เราจะได้ี	a=rcosa	และ	b=rsina
ดัีงนั�น	เราจง่ได้ี	asinq+bcosq=rcosasinq+rsinacosq=r(sinqcosa+cosqsina)

จากำเอกำลกัำษณ์ผลบวกำและผลต่่างสำาหรับัไซึ่น์	เรามีุ	r(sinqcosa+cosqsina)=rsin(q+a)

		 แปลง	 sin cosq q+   3																												ในรปูแบบ	rsin(q+a)

จากำ	r a b= + = + =2 2 2 21 3 2( )  																																																						โดียกำารแยกำตั่วประกำอบ	2	ออกำจากำสมุกำารด้ีานบน	เราจะได้ี	

sin cos sin cosq q q q+ = +
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3 2
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จดัีเรัยีงผลที�ได้ีในรปูแบบของเอกำลกัำษณ์ผลบวกำและผลต่่างไซึ่น์เพืื่�อที�จะได้ี	2
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2
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a	ใน	 cos sin,a a= =
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  																																								คื่อ	α π

=
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											ดัีงนั�นเราจง่ใช้ัสตู่รประกำอบ
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การเรยีนรูว้ธิใีช้�งก์ชันตรีโกณมิติประกอบและเวลาท่ีควรใช้

อย่ืางไรก็ตาม sin cos,a a=
+

=
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a b
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a b2 2 2 2

a b a bsin cos sin( )θ θ θ α+ = + +2 2
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		 แปลงน้พื่จน์ต่่อไปนี�เป็นรปูแบบ	rsin(q+a)

(1)		 sinq+cosq

(2)   3 sin cosq q-

(3)		 2sinq-4cosq
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5-4-6-1p1

สูตรสำาหรับัผลืบวกแลืะผลืคุณู
โดียใช้ัเอกำลกัำษณ์ผลบวกำและผลต่่าง	เราสามุารถหาสตู่รสำาหรับักำารแปลงผลค่ณูเป็นผลบวกำ	และสตู่รสำาหรับักำาร
แปลงผลบวกำเป็นผลค่ณูได้ี	ซ่ึ่�งเราจะเรัยีกำวา่สตูรสำาหรื่บัผลบวิกและผลคณู	ต่ามุที�แสดีงด้ีานลา่ง

explanation

ทฤษฎบีทกำารบวกำ	(1)	 sin(a+b)=sinacosb+cosasinb
ทฤษฎบีทกำารบวกำ	(2)	 sin(a-b)=sinacosb-cosasinb
โดียกำารนำาผลบวกำของน้พื่จน์	2	ทั�งสองขา้งมุาจดัีเรัยีงใหมุ่	เราจะได้ีสตู่รเปลี�ยนผลค่ณูเป็นผลบวกำ	(1)

และด้ีวยวธ้์กีำารเดีียวกำนั	เรากำส็ามุารถหาสตู่รที�เหลอืได้ี

การทําความเขา้ใจสตูรผลบวกและผลคณูสําหรบั�งก์ชันตรีโกณมิติ

สูตรเป็ล่ื�ยืนผลืคุณูเป็็นผลืบวก

(1) sin cos sin sin{ ( ) ( )}α β α β α β= + + −
1
2  

(2) cos sin sin sin{ ( ) ( )}α β α β α β= + − −
1
2  

(3) cos cos cos cos{ ( ) ( )}α β α β α β= + + −
1
2  

(4) sin sin cos cos{ ( ) ( )}α β α β α β=− + − −
1
2  

sin sin sin cos cos sin sin cos cos sin
sin
( ) ( )

(
α β α β α β α β α β α β
α
+ + − = + + −
++ + − =

= + + −

β α β α β

α β α β α β

) ( )

{ ( ) ( )}

sin sin cos

sin cos sin sin

2
1

2  

สูตรสำาหรับัผลืบวกแลืะผลืคุณูสูตรสำาหรับัผลืบวกแลืะผลืคุณูสูตรสำาหรับัผลืบวกแลืะผลืคุณูสูตรสำาหรับัผลืบวกแลืะผลืคุณูสูตรสำาหรับัผลืบวกแลืะผลืคุณูสูตรสำาหรับัผลืบวกแลืะผลืคุณูสูตรสำาหรับัผลืบวกแลืะผลืคุณูสูตรสำาหรับัผลืบวกแลืะผลืคุณูสูตรสำาหรับัผลืบวกแลืะผลืคุณูสูตรสำาหรับัผลืบวกแลืะผลืคุณูสูตรสำาหรับัผลืบวกแลืะผลืคุณูสูตรสำาหรับัผลืบวกแลืะผลืคุณูสูตรสำาหรับัผลืบวกแลืะผลืคุณูสูตรสำาหรับัผลืบวกแลืะผลืคุณูสูตรสำาหรับัผลืบวกแลืะผลืคุณูสูตรสำาหรับัผลืบวกแลืะผลืคุณูสูตรสำาหรับัผลืบวกแลืะผลืคุณูสูตรสำาหรับัผลืบวกแลืะผลืคุณูสูตรสำาหรับัผลืบวกแลืะผลืคุณูสูตรสำาหรับัผลืบวกแลืะผลืคุณูสูตรสำาหรับัผลืบวกแลืะผลืคุณูสูตรสำาหรับัผลืบวกแลืะผลืคุณูสูตรสำาหรับัผลืบวกแลืะผลืคุณูสูตรสำาหรับัผลืบวกแลืะผลืคุณูสูตรสำาหรับัผลืบวกแลืะผลืคุณูสูตรสำาหรับัผลืบวกแลืะผลืคุณูสูตรสำาหรับัผลืบวกแลืะผลืคุณูสูตรสำาหรับัผลืบวกแลืะผลืคุณูสูตรสำาหรับัผลืบวกแลืะผลืคุณูสูตรสำาหรับัผลืบวกแลืะผลืคุณูสูตรสำาหรับัผลืบวกแลืะผลืคุณูสูตรสำาหรับัผลืบวกแลืะผลืคุณูสูตรสำาหรับัผลืบวกแลืะผลืคุณูสูตรสำาหรับัผลืบวกแลืะผลืคุณูสูตรสำาหรับัผลืบวกแลืะผลืคุณูสูตรสำาหรับัผลืบวกแลืะผลืคุณูสูตรสำาหรับัผลืบวกแลืะผลืคุณูสูตรสำาหรับัผลืบวกแลืะผลืคุณูสูตรสำาหรับัผลืบวกแลืะผลืคุณูสูตรสำาหรับัผลืบวกแลืะผลืคุณูสูตรสำาหรับัผลืบวกแลืะผลืคุณูสูตรสำาหรับัผลืบวกแลืะผลืคุณูสูตรสำาหรับัผลืบวกแลืะผลืคุณูสูตรสำาหรับัผลืบวกแลืะผลืคุณูสูตรสำาหรับัผลืบวกแลืะผลืคุณูสูตรสำาหรับัผลืบวกแลืะผลืคุณูสูตรสำาหรับัผลืบวกแลืะผลืคุณูสูตรสำาหรับัผลืบวกแลืะผลืคุณูสูตรสำาหรับัผลืบวกแลืะผลืคุณูสูตรสำาหรับัผลืบวกแลืะผลืคุณูสูตรสำาหรับัผลืบวกแลืะผลืคุณูสูตรสำาหรับัผลืบวกแลืะผลืคุณูสูตรสำาหรับัผลืบวกแลืะผลืคุณูสูตรสำาหรับัผลืบวกแลืะผลืคุณูสูตรสำาหรับัผลืบวกแลืะผลืคุณูสูตรสำาหรับัผลืบวกแลืะผลืคุณูสูตรสำาหรับัผลืบวกแลืะผลืคุณูสูตรสำาหรับัผลืบวกแลืะผลืคุณูสูตรสำาหรับัผลืบวกแลืะผลืคุณูสูตรสำาหรับัผลืบวกแลืะผลืคุณูสูตรสำาหรับัผลืบวกแลืะผลืคุณูสูตรสำาหรับัผลืบวกแลืะผลืคุณูสูตรสำาหรับัผลืบวกแลืะผลืคุณูสูตรสำาหรับัผลืบวกแลืะผลืคุณูสูตรสำาหรับัผลืบวกแลืะผลืคุณูสูตรสำาหรับัผลืบวกแลืะผลืคุณูสูตรสำาหรับัผลืบวกแลืะผลืคุณูสูตรสำาหรับัผลืบวกแลืะผลืคุณูสูตรสำาหรับัผลืบวกแลืะผลืคุณูสูตรสำาหรับัผลืบวกแลืะผลืคุณูสูตรสำาหรับัผลืบวกแลืะผลืคุณูสูตรสำาหรับัผลืบวกแลืะผลืคุณูสูตรสำาหรับัผลืบวกแลืะผลืคุณูสูตรสำาหรับัผลืบวกแลืะผลืคุณูสูตรสำาหรับัผลืบวกแลืะผลืคุณูสูตรสำาหรับัผลืบวกแลืะผลืคุณูสูตรสำาหรับัผลืบวกแลืะผลืคุณูสูตรสำาหรับัผลืบวกแลืะผลืคุณูสูตรสำาหรับัผลืบวกแลืะผลืคุณูสูตรสำาหรับัผลืบวกแลืะผลืคุณูสูตรสำาหรับัผลืบวกแลืะผลืคุณูสูตรสำาหรับัผลืบวกแลืะผลืคุณูสูตรสำาหรับัผลืบวกแลืะผลืคุณูสูตรสำาหรับัผลืบวกแลืะผลืคุณูสูตรสำาหรับัผลืบวกแลืะผลืคุณูสูตรสำาหรับัผลืบวกแลืะผลืคุณู
�งก์ชันตรีโกณมิติ สตูรสําหรบัผลบวกและผลคณู�งก์ชันตรีโกณมิติ สตูรสําหรบัผลบวกและผลคณู
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explanation

โดยให้้ a+b=A และ a-b=B เราจะได้้ α β=
+

=
−A B A B

2 2
,                                         ซ่ึ่�งเรานำำ�มาแทนที่่�ในสูตูรเปลี่่�ยนผลคูณูเป็็นผล

บวก (1)

และด้้วยวิิธีกีารเดีียวกันั เราก็ส็ามารถหาสูตูรที่่�เหลือืได้้

		 จงหาค่่าต่่าง ๆ ต่่อไปนี้้� โดยใช้้สูตูรเปลี่่�ยนผลบวกเป็็นผลคูณู
(1)	 sin75°cos15°

�

2 3
4

+   

check

กำำ�หนดให้้หน่่วยของมุมุเป็็นองศา
กด w เลือืก [Calculate (คำำ�นวณ)] กด |
กด L เลือืก [Calc Settings (การต้ั้�งค่่าการคำำ�นวณ)] กด | เลือืก [Angle Unit (หน่่วยมุุม)] กด | เลือืก 	
[Degree (องศา)] กด | กด C
sin75°cos15°

(2)	 cos45°cos15°

�

1 3
4

+   

check

cos45°cos15°

สูตรเปลี่ยนผลบวกเป็นผลคณู

(5)  sin sin sin cosA B A B A B+ =
+ −

2
2 2

(6)  sin sin cos sinA B A B A B− =
+ −

2
2 2

(7)  cos cos cos cosA B A B A B+ =
+ −

2
2 2

(8)  cos cos sin sinA B A B A B− =−
+ −

2
2 2

sin cos sin sin

sin sin sin cos

( )
A B A B

A B

A B
A B A B

+ −
= +

+ =
+ −

2 2

1

2

2
2 2

  

= + + − = +

=

1

2
75 15 75 15

1

2
90 60

1

2
1

    

  

{ ( ) ( )} ( )sin sin sin sin     

++











=
+    3

2

2 3

4

j75)k15)B

= + + − = +

=

1

2
45 15 45 15

1

2
60 30

1

2

1
    

  

{ ( ) ( )} ( )cos cos cos cos     

   
    

2

3

2

1 3

4
+












=
+

k45)k15)B
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(3)	 sin75°+sin15°

�

  6
2

check

sin75°+sin15°

(4)	 cos105°-cos15°

�
-   6
2

check

cos105°-cos15°

=
+ −

=

= ⋅ ⋅ =

2
75 15

2

75 15

2
2 45 30

2
1

2

3

2

6

2

sin cos sin cos
   

 

  
    

j75)+j15)B

= −
+ −

= −

= − ⋅ ⋅ = −

2
105 15

2

105 15

2
2 60 45

2
3

2

1

2

sin sin sin sin
   

 

  
  

 66
2

 

k105)pk15)B
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		 จงหาค่่าต่่าง	ๆ	ต่่อไปนี� โดียใช้ัสตู่รเปลี�ยนผลบวกำเป็นผลค่ณู
(1) cos75°sin45°

(2) sin105°sin15°

(3) sin105°-sin15°

(4) cos75°+cos15°

  3 1
4
-

cos75°sin45°

= + − − = −

=

1
2

75 45 75 45
1
2

120 30

1
2

    

  

{ ( ) ( )} ( )sin sin sin sin     

   
  

  3
2

1
2

3 1
4

−











=

−

k75)j45)B

1
4  

sin105°sin15°

=− + − − =− −

=

1
2

105 15 105 15
1
2

120 90    
{ ( ) ( )} ( )cos cos cos cos     

−− − −









=1

2
1
2
0

1
4      

j105)j15)B

  2
2

sin105°-sin15°

=
+ −

=

= ⋅ ⋅ =

2
105 15
2

105 15
2

2 60 45

2
1
2
1

2 2

cos sin cos sin
   

 

    
  2

j105)pj15)B

  6
2

cos75°+cos15°

=
+ −

=

= ⋅ ⋅ =

2
75 15
2

75 15
2

2 45 30

2
1

2

3
2

6
2

cos cos cos cos
   

 

  
    

k75)+k15)B


