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อัต่ำร�กำ�รเป็ล้้�ยู่นแป็ล้งเฉล้้�ยู่
ในฟังกชั์้น	y=f(x)	เม่ื่�อค่่าของ	x	เป็ล้ี�ยนจาก	a	เป็็น	b	จากอตัร้าจำานว่นการ้
เป็ล้ี�ยนแป็ล้งของ	x	ซึึ่�งกค่็่อ	b-a	เป็็นจำานว่นการ้เป็ล้ี�ยนแป็ล้งของ	y	ซึึ่�งกค่็่อ	
f(b)-f(a)	เริยีกว่า่อตัราการเปลี�ยนแปลงเฉลี�ยของฟังกชั์้น	y=f(x)	เม่ื่�อ	x
เป็ล้ี�ยนจาก	a	เป็็น	b	อตัร้าการ้เป็ล้ี�ยนแป็ล้งเฉล้ี�ยจะแสดูงตามื่ค่ว่ามื่ชั้นของ
เส้นตร้ง	AB	ในร้ปู็ภาพื่ดู้านขว่า

		 สำาหริบัฟังกชั์้น	y x= −2 12																		จงหาอตัร้าการ้เป็ล้ี�ยนแป็ล้งเฉล้ี�ยต่อไป็นี�
(1)	 อตัร้าการ้เป็ล้ี�ยนแป็ล้งเฉล้ี�ยจาก	x=2	เป็็น	x=4

เม่ื่�อ	x=2	ค่่าของ	y	ค่่อ	y = × − =2 2 1 72

เม่ื่�อ	x=4	ค่่าของ	y	ค่่อ	y = × − =2 4 1 312

อตัร้าการ้เป็ล้ี�ยนแป็ล้งเฉล้ี�ยค่่อ	
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(2)	 อตัร้าการ้เป็ล้ี�ยนแป็ล้งเฉล้ี�ยจาก	x=a	เป็็น	x=b

เม่ื่�อ	x=a	ค่่าของ	y	ค่่อ	y a= −2 12

เม่ื่�อ	x=b	ค่่าของ	y	ค่่อ	y b= −2 12

อตัร้าการ้เป็ล้ี�ยนแป็ล้งเฉล้ี�ยค่่อ	
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(3)	 อตัร้าการ้เป็ล้ี�ยนแป็ล้งเฉล้ี�ยจาก	x=1	เป็็น	x=1+h

เม่ื่�อ	x=1	ค่่าของ	y	ค่่อ	y = × − =2 1 1 12

เม่ื่�อ	x=1+h	ค่่าของ	y	ค่่อ	y h h h= × + − = + +2 1 1 1 4 22 2( )

อตัร้าการ้เป็ล้ี�ยนแป็ล้งเฉล้ี�ยค่่อ	
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เพ่ือทําความเขา้ใจอตัราการเปล่ียนแปลงเฉล่ีย และวธิกีารหาอตัราดังกล่าว
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อัต่ำร�กำ�รเป็ล้้�ยู่นแป็ล้งเฉล้้�ยู่อัต่ำร�กำ�รเป็ล้้�ยู่นแป็ล้งเฉล้้�ยู่อัต่ำร�กำ�รเป็ล้้�ยู่นแป็ล้งเฉล้้�ยู่อัต่ำร�กำ�รเป็ล้้�ยู่นแป็ล้งเฉล้้�ยู่อัต่ำร�กำ�รเป็ล้้�ยู่นแป็ล้งเฉล้้�ยู่อัต่ำร�กำ�รเป็ล้้�ยู่นแป็ล้งเฉล้้�ยู่อัต่ำร�กำ�รเป็ล้้�ยู่นแป็ล้งเฉล้้�ยู่อัต่ำร�กำ�รเป็ล้้�ยู่นแป็ล้งเฉล้้�ยู่อัต่ำร�กำ�รเป็ล้้�ยู่นแป็ล้งเฉล้้�ยู่อัต่ำร�กำ�รเป็ล้้�ยู่นแป็ล้งเฉล้้�ยู่อัต่ำร�กำ�รเป็ล้้�ยู่นแป็ล้งเฉล้้�ยู่อัต่ำร�กำ�รเป็ล้้�ยู่นแป็ล้งเฉล้้�ยู่อัต่ำร�กำ�รเป็ล้้�ยู่นแป็ล้งเฉล้้�ยู่อัต่ำร�กำ�รเป็ล้้�ยู่นแป็ล้งเฉล้้�ยู่อัต่ำร�กำ�รเป็ล้้�ยู่นแป็ล้งเฉล้้�ยู่อัต่ำร�กำ�รเป็ล้้�ยู่นแป็ล้งเฉล้้�ยู่อัต่ำร�กำ�รเป็ล้้�ยู่นแป็ล้งเฉล้้�ยู่อัต่ำร�กำ�รเป็ล้้�ยู่นแป็ล้งเฉล้้�ยู่อัต่ำร�กำ�รเป็ล้้�ยู่นแป็ล้งเฉล้้�ยู่อัต่ำร�กำ�รเป็ล้้�ยู่นแป็ล้งเฉล้้�ยู่อัต่ำร�กำ�รเป็ล้้�ยู่นแป็ล้งเฉล้้�ยู่อัต่ำร�กำ�รเป็ล้้�ยู่นแป็ล้งเฉล้้�ยู่อัต่ำร�กำ�รเป็ล้้�ยู่นแป็ล้งเฉล้้�ยู่อัต่ำร�กำ�รเป็ล้้�ยู่นแป็ล้งเฉล้้�ยู่อัต่ำร�กำ�รเป็ล้้�ยู่นแป็ล้งเฉล้้�ยู่อัต่ำร�กำ�รเป็ล้้�ยู่นแป็ล้งเฉล้้�ยู่อัต่ำร�กำ�รเป็ล้้�ยู่นแป็ล้งเฉล้้�ยู่อัต่ำร�กำ�รเป็ล้้�ยู่นแป็ล้งเฉล้้�ยู่อัต่ำร�กำ�รเป็ล้้�ยู่นแป็ล้งเฉล้้�ยู่อัต่ำร�กำ�รเป็ล้้�ยู่นแป็ล้งเฉล้้�ยู่อัต่ำร�กำ�รเป็ล้้�ยู่นแป็ล้งเฉล้้�ยู่อัต่ำร�กำ�รเป็ล้้�ยู่นแป็ล้งเฉล้้�ยู่อัต่ำร�กำ�รเป็ล้้�ยู่นแป็ล้งเฉล้้�ยู่อัต่ำร�กำ�รเป็ล้้�ยู่นแป็ล้งเฉล้้�ยู่อัต่ำร�กำ�รเป็ล้้�ยู่นแป็ล้งเฉล้้�ยู่อัต่ำร�กำ�รเป็ล้้�ยู่นแป็ล้งเฉล้้�ยู่อัต่ำร�กำ�รเป็ล้้�ยู่นแป็ล้งเฉล้้�ยู่อัต่ำร�กำ�รเป็ล้้�ยู่นแป็ล้งเฉล้้�ยู่อัต่ำร�กำ�รเป็ล้้�ยู่นแป็ล้งเฉล้้�ยู่อัต่ำร�กำ�รเป็ล้้�ยู่นแป็ล้งเฉล้้�ยู่อัต่ำร�กำ�รเป็ล้้�ยู่นแป็ล้งเฉล้้�ยู่อัต่ำร�กำ�รเป็ล้้�ยู่นแป็ล้งเฉล้้�ยู่อัต่ำร�กำ�รเป็ล้้�ยู่นแป็ล้งเฉล้้�ยู่อัต่ำร�กำ�รเป็ล้้�ยู่นแป็ล้งเฉล้้�ยู่อัต่ำร�กำ�รเป็ล้้�ยู่นแป็ล้งเฉล้้�ยู่อัต่ำร�กำ�รเป็ล้้�ยู่นแป็ล้งเฉล้้�ยู่อัต่ำร�กำ�รเป็ล้้�ยู่นแป็ล้งเฉล้้�ยู่อัต่ำร�กำ�รเป็ล้้�ยู่นแป็ล้งเฉล้้�ยู่อัต่ำร�กำ�รเป็ล้้�ยู่นแป็ล้งเฉล้้�ยู่อัต่ำร�กำ�รเป็ล้้�ยู่นแป็ล้งเฉล้้�ยู่อัต่ำร�กำ�รเป็ล้้�ยู่นแป็ล้งเฉล้้�ยู่อัต่ำร�กำ�รเป็ล้้�ยู่นแป็ล้งเฉล้้�ยู่อัต่ำร�กำ�รเป็ล้้�ยู่นแป็ล้งเฉล้้�ยู่อัต่ำร�กำ�รเป็ล้้�ยู่นแป็ล้งเฉล้้�ยู่อัต่ำร�กำ�รเป็ล้้�ยู่นแป็ล้งเฉล้้�ยู่อัต่ำร�กำ�รเป็ล้้�ยู่นแป็ล้งเฉล้้�ยู่อัต่ำร�กำ�รเป็ล้้�ยู่นแป็ล้งเฉล้้�ยู่อัต่ำร�กำ�รเป็ล้้�ยู่นแป็ล้งเฉล้้�ยู่อัต่ำร�กำ�รเป็ล้้�ยู่นแป็ล้งเฉล้้�ยู่อัต่ำร�กำ�รเป็ล้้�ยู่นแป็ล้งเฉล้้�ยู่อัต่ำร�กำ�รเป็ล้้�ยู่นแป็ล้งเฉล้้�ยู่อัต่ำร�กำ�รเป็ล้้�ยู่นแป็ล้งเฉล้้�ยู่
แคลคลัูสเชิงอนุพันธแ์ละแคลคลัูสเชิงปรพัินธ:์ ค่าสัมประสิทธิเ์ชิงอนุพันธแ์ละอนุพันธ์แคลคลัูสเชิงอนุพันธแ์ละแคลคลัูสเชิงปรพัินธ:์ ค่าสัมประสิทธิเ์ชิงอนุพันธแ์ละอนุพันธ์



5-6-1-1p2

		 สำาหริบัฟังกชั์้น	y x= −3 2															จงหาอตัร้าการ้เป็ล้ี�ยนแป็ล้งเฉล้ี�ยต่อไป็นี�
(1)	 อตัร้าการ้เป็ล้ี�ยนแป็ล้งเฉล้ี�ยจาก	x=-1	เป็็น	x=3

(2)	 อตัร้าการ้เป็ล้ี�ยนแป็ล้งเฉล้ี�ยจาก	x=a	เป็็น	x=b

(3)	 อตัร้าการ้เป็ล้ี�ยนแป็ล้งเฉล้ี�ยจาก	x=1	เป็็น	x=1+h

เม่ื่�อ x=-1 ค่ื�ของ y ค่ือ y =− × − =−3 1 32( )

เม่ื่�อ x=3 ค่ื�ของ y ค่ือ y =− × =−3 3 272

อัต่ำร�กำ�รเป็ล้้�ยู่นแป็ล้งเฉล้้�ยู่ค่ือ 
− − −
− −

=
−

=−27 3
3 1

24
4

6
( )
( )

-6

เม่ื่�อ x=a ค่ื�ของ y ค่ือ y a=−3 2

เม่ื่�อ x=b ค่ื�ของ y ค่ือ y b=−3 2

อัต่ำร�กำ�รเป็ล้้�ยู่นแป็ล้งเฉล้้�ยู่ค่ือ 
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เม่ื่�อ x=1 ค่ื�ของ y ค่ือ y =− × =−3 1 32

เม่ื่�อ x=1+h ค่ื�ของ y ค่ือ y h h h=− + =− − −3 1 3 6 32 2( )
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5-6-1-2p1

ค่ื�ลิ้มิื่ต่ำ
ในฟังกชั์้น	f(x)	เม่ื่�อค่่า	x	เขา้ใกล้	้a	แบบอนันต์	ในขณะที่�ค่่าตัว่อ่�นที่�เหล้อ่อยูนั่�นไม่ื่ใช่้	a	แล้ว้่ค่่าของ	f(x)	เขา้ใกล้	้b	ซึึ่�ง
แสดูงเป็็น	 lim ( )

x a
f x b

→
=																						ค่่า	b	นี�เริยีกว่า่ค่าลิมิตของ	f(x)	เม่ื่�อ	x®a	ซึึ่�ง	lim	เป็็นสัญล้กัษณ์ยอ่ของ	ล้ม้ต (limit)

	 ในฟังกชั์้น	f(x)=x+4	เม่ื่�อค่่า	x	เขา้ใกล้	้3	ค่่าล้มิิื่ตค่่อ	 lim( )
x

x
→

+ =
3

4 7

		 จงหาค่่าล้มิิื่ตของโจท่ยต่์อไป็นี�
(1) lim( )
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ใช้้	ตาราง (เพ่ื่�อสร้า้งตาร้างฟังกชั์้น)	เพ่ื่�อดูวู่า่ค่่าล้มิิื่ตจะเขา้ใกล้เ้ท่่าใดู
กดู	w	เล้อ่ก	[Table (ตาราง)]	กดู	|	จากนั�นจงึล้า้งขอ้มื่ลู้กอ่นหน้าโดูยการ้กดู	W

กดู	I	เล้อ่ก	[Define f(x)/g(x) (กำำาหนดค่่า f(x)/g(x))]	กดู	|

เล้อ่ก	[Define f(x) (กำำาหนดค่่า f(x))]	กดู	|	หล้งัจากป้อน	f(x)=x x2 3 2− +																			กดู	B

กดู	I	เล้อ่ก	[Table Range (ช่่วงตาราง)]	กดู	|	หล้งัจากป้อน	
[Start (เร่�มต้น):4.9,	End (ส้ิ้�นสุิ้ด):5,	Step (ข้ั้�น):0.01]	แล้ว้่	ให้เล้อ่ก	
[Execute (ดำาเนินกำาร)]	แล้ว้่กดู	B

ในกร้ณีนี�	ค่่าเขา้ใกล้	้5	ในขณะที่�ค่่าตัว่อ่�นน้อยกว่า่	5	แต่เร้าไดู้ผล้ล้พัื่ธ์ที์่�ค่ล้า้ยกนัแม้ื่ว่า่ค่่าจะเขา้ใกล้้ในขณะที่�ยงัมีื่
ค่่าที่�มื่ากกว่า่อยู่

การทําความเขา้ใจค่าลิมิตและวธิกีารหาค่าลิมิต

ค่ื�ลิ้มิื่ต่ำ
lim ( )
x a
f x b

→
=                         ห�อ่ f(x)®b เม่ื่�อ x®a

จากตาร้าง	เร้าสามื่าร้ถยน่ยนัไดู้ว่า่ค่่าของ	f(x)

เขา้ใกล้	้12	เม่ื่�อค่่าของ	x	เขา้ใกล้	้5	จาก	4.9

ค่ื�ลิ้มิื่ต่ำค่ื�ลิ้มิื่ต่ำค่ื�ลิ้มิื่ต่ำค่ื�ลิ้มิื่ต่ำค่ื�ลิ้มิื่ต่ำค่ื�ลิ้มิื่ต่ำค่ื�ลิ้มิื่ต่ำค่ื�ลิ้มิื่ต่ำค่ื�ลิ้มิื่ต่ำค่ื�ลิ้มิื่ต่ำค่ื�ลิ้มิื่ต่ำค่ื�ลิ้มิื่ต่ำค่ื�ลิ้มิื่ต่ำค่ื�ลิ้มิื่ต่ำค่ื�ลิ้มิื่ต่ำค่ื�ลิ้มิื่ต่ำค่ื�ลิ้มิื่ต่ำค่ื�ลิ้มิื่ต่ำค่ื�ลิ้มิื่ต่ำค่ื�ลิ้มิื่ต่ำค่ื�ลิ้มิื่ต่ำค่ื�ลิ้มิื่ต่ำค่ื�ลิ้มิื่ต่ำค่ื�ลิ้มิื่ต่ำค่ื�ลิ้มิื่ต่ำค่ื�ลิ้มิื่ต่ำค่ื�ลิ้มิื่ต่ำค่ื�ลิ้มิื่ต่ำค่ื�ลิ้มิื่ต่ำค่ื�ลิ้มิื่ต่ำค่ื�ลิ้มิื่ต่ำค่ื�ลิ้มิื่ต่ำค่ื�ลิ้มิื่ต่ำค่ื�ลิ้มิื่ต่ำค่ื�ลิ้มิื่ต่ำค่ื�ลิ้มิื่ต่ำค่ื�ลิ้มิื่ต่ำค่ื�ลิ้มิื่ต่ำค่ื�ลิ้มิื่ต่ำค่ื�ลิ้มิื่ต่ำค่ื�ลิ้มิื่ต่ำค่ื�ลิ้มิื่ต่ำค่ื�ลิ้มิื่ต่ำค่ื�ลิ้มิื่ต่ำค่ื�ลิ้มิื่ต่ำค่ื�ลิ้มิื่ต่ำค่ื�ลิ้มิื่ต่ำค่ื�ลิ้มิื่ต่ำค่ื�ลิ้มิื่ต่ำ
แคลคลัูสเชิงอนุพันธแ์ละแคลคลัูสเชิงปรพัินธ:์ ค่าสัมประสิทธิเ์ชิงอนุพันธแ์ละอนุพันธ์แคลคลัูสเชิงอนุพันธแ์ละแคลคลัูสเชิงปรพัินธ:์ ค่าสัมประสิทธิเ์ชิงอนุพันธแ์ละอนุพันธ์
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ใช้้ ตาราง (เพ่ื่�อสร้า้งตารางฟังก์ชั์ัน) เพ่ื่�อดูวู่า่ค่่าลิิมิิตจะเข้า้ใกล้เ้ท่่าใด
กด w เลืือก [Table (ตาราง)] กด | จากนั้้�นจึงึล้า้งข้อ้มูลูก่อ่นหน้้าโดยการกด W

กด I เลืือก [Define f(x)/g(x) (กำำ�หนดค่่า f(x)/g(x))] เลืือก | เลืือก 	

[Define f(x) (กำำ�หนดค่่า f(x))] กด | หลังัจากป้อน f(x)=
3 10

2

x
x

+
+

             แล้ว้ ให้้กด B

กด I เลืือก [Table Range (ช่่วงตาราง)] กด | หลังัจากป้อน 	
[Start (เริ่่�มต้้น):1.9, End (ส้ิ้�นสุุด):2, Step (ข้ั้�น):0.01] เลืือก [Execute (ดำำ�เนิินการ)] กด B

(3)	 lim
h

h h
h→

+
0

2 3

lim lim
( )

lim( )
h h h

h h
h

h h
h

h
→ → →

+
=

+
= +

0

2

0 0

3 3
3

เม่ื่�อค่่าของ h เข้า้ใกล้ ้0 จาก h+3 จะเข้า้ใกล้ ้0+3=3

lim
h

h h
h→

+
=

0

2 3
3

� 3
check

ใช้้ ตาราง (เพ่ื่�อสร้า้งตารางฟังก์ชั์ัน) เพ่ื่�อดูวู่า่ค่่าลิิมิิตจะเข้า้ใกล้เ้ท่่าใด
กด w เลืือก [Table (ตาราง)] กด | จากนั้้�นจึงึล้า้งข้อ้มูลูก่อ่นหน้้าโดยการกด W

กด I เลืือก [Define f(x)/g(x) (กำำ�หนดค่่า f(x)/g(x))] เลืือก | เลืือก 	

[Define f(x) (กำำ�หนดค่่า f(x))] กด | หลังัจากป้อน f(x)= x x
x

2 3+
             แล้ว้ ให้้กด B

กด I เลืือก [Table Range (ช่่วงตาราง)] กด | หลังัจากป้อน 	
[Start (เริ่่�มต้้น):0.1, End (ส้ิ้�นสุุด):0, Step (ข้ั้�น):-0.01] แล้ว้ ให้้เลืือก 	
[Execute (ดำำ�เนิินการ)] แล้ว้กด B

จากตาราง เราสามารถยืืนยัันได้้ว่า่ค่่าของ f(x) 
เข้า้ใกล้ ้4 เม่ื่�อค่่าของ x เข้า้ใกล้ ้2 จาก 1.9

จากตาราง เราสามารถยืืนยันัได้้ว่า่ค่่าของ f(x) เข้า้ใกล้ ้3 เม่ื่�อค่่าของ x เข้า้ใกล้ ้0 จาก 0.1

ในตาราง x=0 แสดงผลเป็็น ข้้อผิิดพลาด เน่ื่�องจากไม่่มีีค่่า



5-6-1-2p3

		 จงหาค่่าล้มิิื่ตของโจท่ยต่์อไป็นี�
(1) lim( )

x
x x

→
− +

4

2 5 2

(2) lim
x

x
x→

+
+1

7 1

3

(3) lim
h

h h
h→

− +
0

22 8

เม่ื่�อค่ื�ของ x เข�้ใกำล้้ 4 จ�กำ x x2 5 2− +                      จะเข�้ใกำล้้ 4 5 4 2 22− × + =−

lim( )
x

x x
→

− + =−
4

2 5 2 2
-2

เม่ื่�อค่ื�ของ x เข�้ใกำล้้ 1 จ�กำ 7 1
3

x
x

+
+            จะเข�้ใกำล้้ 

7 1 1
1 3

8
4

2
× +
+

= =
  

lim
x

x
x→

+
+

=
1

7 1
3

2

2

lim lim
( )

lim{ ( )}
h h h

h h
h

h h
h

h
→ → →

− +
= − −

= − −
0

2

0 0

2 8 2 4
2 4

เม่ื่�อค่ื�ของ h เข�้ใกำล้้ 0 จ�กำ -2(h-4) จะเข�้ใกำล้้ -2(0-4)=8

lim
h

h h
h→

− +
=

0

22 8
8

8

ADVANCED

(4) lim
x

x
x→−

−
+2

2 4

2

lim lim
( )( )

lim ( )
x x x

x
x

x x
x

x
→− →− →−

−
+

=
+ −
+

= −
2

2

2 2

4
2

2 2
2

2

เม่ื่�อค่ื�ของ x เข�้ใกำล้้ -2 จ�กำ x-2 จะเข�้ใกำล้้ (-2-2)=-4

lim
x

x
x→−

−
+

=−
2

2 4
2

4
-4



5-6-1-3p1

ค่ื�สั้มื่ป็ระสิ้ทธ์ิ �เชังิอนุพัินธ์์

ในอตัร้าการ้เป็ล้ี�ยนแป็ล้งเฉล้ี�ย	 f b f a
b a
( ) ( )-

-
																			ของฟังกชั์้น	f(x)	เม่ื่�อ	b

กำาล้งัเขา้ใกล้	้a	ค่่าลิ้มิื่ตค่่อ	 lim
( ) ( )

b a

f b f a
b a→

−
−

																									ที่�จดุูนี�	เน่�องจาก	b-a=h

แล้ะเร้าจะไดู้อตัร้าการ้เป็ล้ี�ยนแป็ล้ง	x	ค่่อ	h	ซึึ่�งเร้าสามื่าร้ถ

แสดูงค่่าล้มิิื่ตไดู้ดัูงต่อไป็นี�	ค่่านี�เริยีกว่า่ค่าสัมประสิท�ิ �เชิงอนุพัน�ข์อง

ฟังกชั์้น	f(x)	สำาหริบั	x=a	แล้ะแสดูงเป็็น	f'(a)

		 จงหาค่่าสัมื่ป็ร้ะสิท่ธ์ิ�เชิ้งอนพัุื่นธ์ต่์อไป็นี�
(1)	 ค่่าสัมื่ป็ร้ะสิท่ธ์ิ�เชิ้งอนพัุื่นธ์ข์องฟังกชั์้น	f(x)=3x-5	เม่ื่�อ	x=4

3

check

ยน่ยนัค่่านี� โดูยการ้ใช้้ฟังกชั์้นเพ่ื่�อค่ำานว่ณค่่าสัมื่ป็ร้ะสิท่ธ์ิ�เชิ้งอนพัุื่นธ์์
กดู	w	เล้อ่ก	[Calculate (ค่ำานวณ)]	กดู	|

กดู	T	เล้อ่ก	[Func Analysis (กำารว่เค่ราะห์ฟัังก์ำช้่น)]	กดู	|	เล้อ่ก	[Derivative (อน�พ้นธ์์) (d/dx)]	กดู	|

บนหน้าจอที่�แสดูงขึ�นมื่า	ค่ณุสามื่าร้ถป้อนฟังกชั์้นแล้ะค่่าของ	x	เพ่ื่�อยน่ยนัค่่าสัมื่ป็ร้ะสิท่ธ์ิ�เชิ้งอนพัุื่นธ์์ไดู้

(2)	 ค่่าสัมื่ป็ร้ะสิท่ธ์ิ�เชิ้งอนพัุื่นธ์	์f'(-3)	ของฟังกชั์้น	f(x)=x 2

-6

การทําความเขา้ใจค่าสัมประสิทธิเ์ชิงอนุพันธท่ี์แสดงโดยอตัราการเปล่ียนแปลงและวธิกีารหาค่าดัง
กล่าว

O

A

B

Xa

f (a )

y=f (x )

f (b )

f (a+h)-f (a )
f (a+h)

h
b

=

=

a+h

Y

′ =
+ −

→
f a f a h f a

hh
( ) lim

( ) ( )
0

′ =
+ −

=
+ − − × −

=
→ → →

f
f h f

h
h
hh h h

( ) lim
( ) ( )

lim
{ ( ) } ( )

lim4
4 4 3 4 5 3 4 5 3

0 0 0

hh
h
= 3

3[p5$4B

′ − =
− + − −

=
− + − −

=
−

→ → →
f

f h f
h

h
h

h
h h h

( ) lim
( ) ( )

lim
( ) ( )

lim
(

3
3 3 3 3

0 0

2 2

0

66
6

+
= −

h
h

)

T|| [d$p3B

การทําความเขา้ใจค่าสัมประสิทธิเ์ชิงอนุพันธท่ี์แสดงโดยอตัราการเปล่ียนแปลงและวธิกีารหาค่าดัง

ค่ื�สั้มื่ป็ระสิ้ทธ์ิ �เชังิอนุพัินธ์์ค่ื�สั้มื่ป็ระสิ้ทธ์ิ �เชังิอนุพัินธ์์ค่ื�สั้มื่ป็ระสิ้ทธ์ิ �เชังิอนุพัินธ์์ค่ื�สั้มื่ป็ระสิ้ทธ์ิ �เชังิอนุพัินธ์์ค่ื�สั้มื่ป็ระสิ้ทธ์ิ �เชังิอนุพัินธ์์ค่ื�สั้มื่ป็ระสิ้ทธ์ิ �เชังิอนุพัินธ์์ค่ื�สั้มื่ป็ระสิ้ทธ์ิ �เชังิอนุพัินธ์์ค่ื�สั้มื่ป็ระสิ้ทธ์ิ �เชังิอนุพัินธ์์ค่ื�สั้มื่ป็ระสิ้ทธ์ิ �เชังิอนุพัินธ์์ค่ื�สั้มื่ป็ระสิ้ทธ์ิ �เชังิอนุพัินธ์์ค่ื�สั้มื่ป็ระสิ้ทธ์ิ �เชังิอนุพัินธ์์ค่ื�สั้มื่ป็ระสิ้ทธ์ิ �เชังิอนุพัินธ์์ค่ื�สั้มื่ป็ระสิ้ทธ์ิ �เชังิอนุพัินธ์์ค่ื�สั้มื่ป็ระสิ้ทธ์ิ �เชังิอนุพัินธ์์ค่ื�สั้มื่ป็ระสิ้ทธ์ิ �เชังิอนุพัินธ์์ค่ื�สั้มื่ป็ระสิ้ทธ์ิ �เชังิอนุพัินธ์์ค่ื�สั้มื่ป็ระสิ้ทธ์ิ �เชังิอนุพัินธ์์ค่ื�สั้มื่ป็ระสิ้ทธ์ิ �เชังิอนุพัินธ์์ค่ื�สั้มื่ป็ระสิ้ทธ์ิ �เชังิอนุพัินธ์์ค่ื�สั้มื่ป็ระสิ้ทธ์ิ �เชังิอนุพัินธ์์ค่ื�สั้มื่ป็ระสิ้ทธ์ิ �เชังิอนุพัินธ์์ค่ื�สั้มื่ป็ระสิ้ทธ์ิ �เชังิอนุพัินธ์์ค่ื�สั้มื่ป็ระสิ้ทธ์ิ �เชังิอนุพัินธ์์ค่ื�สั้มื่ป็ระสิ้ทธ์ิ �เชังิอนุพัินธ์์ค่ื�สั้มื่ป็ระสิ้ทธ์ิ �เชังิอนุพัินธ์์ค่ื�สั้มื่ป็ระสิ้ทธ์ิ �เชังิอนุพัินธ์์ค่ื�สั้มื่ป็ระสิ้ทธ์ิ �เชังิอนุพัินธ์์ค่ื�สั้มื่ป็ระสิ้ทธ์ิ �เชังิอนุพัินธ์์ค่ื�สั้มื่ป็ระสิ้ทธ์ิ �เชังิอนุพัินธ์์ค่ื�สั้มื่ป็ระสิ้ทธ์ิ �เชังิอนุพัินธ์์ค่ื�สั้มื่ป็ระสิ้ทธ์ิ �เชังิอนุพัินธ์์ค่ื�สั้มื่ป็ระสิ้ทธ์ิ �เชังิอนุพัินธ์์ค่ื�สั้มื่ป็ระสิ้ทธ์ิ �เชังิอนุพัินธ์์ค่ื�สั้มื่ป็ระสิ้ทธ์ิ �เชังิอนุพัินธ์์ค่ื�สั้มื่ป็ระสิ้ทธ์ิ �เชังิอนุพัินธ์์ค่ื�สั้มื่ป็ระสิ้ทธ์ิ �เชังิอนุพัินธ์์ค่ื�สั้มื่ป็ระสิ้ทธ์ิ �เชังิอนุพัินธ์์ค่ื�สั้มื่ป็ระสิ้ทธ์ิ �เชังิอนุพัินธ์์ค่ื�สั้มื่ป็ระสิ้ทธ์ิ �เชังิอนุพัินธ์์ค่ื�สั้มื่ป็ระสิ้ทธ์ิ �เชังิอนุพัินธ์์ค่ื�สั้มื่ป็ระสิ้ทธ์ิ �เชังิอนุพัินธ์์ค่ื�สั้มื่ป็ระสิ้ทธ์ิ �เชังิอนุพัินธ์์ค่ื�สั้มื่ป็ระสิ้ทธ์ิ �เชังิอนุพัินธ์์ค่ื�สั้มื่ป็ระสิ้ทธ์ิ �เชังิอนุพัินธ์์ค่ื�สั้มื่ป็ระสิ้ทธ์ิ �เชังิอนุพัินธ์์ค่ื�สั้มื่ป็ระสิ้ทธ์ิ �เชังิอนุพัินธ์์ค่ื�สั้มื่ป็ระสิ้ทธ์ิ �เชังิอนุพัินธ์์ค่ื�สั้มื่ป็ระสิ้ทธ์ิ �เชังิอนุพัินธ์์ค่ื�สั้มื่ป็ระสิ้ทธ์ิ �เชังิอนุพัินธ์์ค่ื�สั้มื่ป็ระสิ้ทธ์ิ �เชังิอนุพัินธ์์ค่ื�สั้มื่ป็ระสิ้ทธ์ิ �เชังิอนุพัินธ์์ค่ื�สั้มื่ป็ระสิ้ทธ์ิ �เชังิอนุพัินธ์์ค่ื�สั้มื่ป็ระสิ้ทธ์ิ �เชังิอนุพัินธ์์ค่ื�สั้มื่ป็ระสิ้ทธ์ิ �เชังิอนุพัินธ์์
แคลคลัูสเชิงอนุพันธแ์ละแคลคลัูสเชิงปรพัินธ:์ ค่าสัมประสิทธิเ์ชิงอนุพันธแ์ละอนุพันธ์แคลคลัูสเชิงอนุพันธแ์ละแคลคลัูสเชิงปรพัินธ:์ ค่าสัมประสิทธิเ์ชิงอนุพันธแ์ละอนุพันธ์



5-6-1-3p2

		 จงหาค่่าล้มิิื่ตของโจท่ยต่์อไป็นี�
(1)	 ค่่าสัมื่ป็ร้ะสิท่ธ์ิ�เชิ้งอนพัุื่นธ์ข์องฟังกชั์้น	f(x)=-5x+9	เม่ื่�อ	x=2

(2)	 ค่่าสัมื่ป็ร้ะสิท่ธ์ิ�เชิ้งอนพัุื่นธ์	์f'(2)	ของฟังกชั์้น	f(x)=-3 2x
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5-6-1-4p1

อนุพัินธ์์
ฟังกชั์้น	f(x)	ฟังกชั์้นใหม่ื่	1	ฟังกชั์้นไดู้มื่าจากการ้หาค่่าสัมื่ป็ร้ะสิท่ธ์ิ�เชิ้งอนพัุื่นธ์	์f'(a)	กบัแต่ล้ะค่่า	a	ของ	x	ฟังกชั์้นนี�
เริยีกว่า่อนุพัน�ข์อง	f(x)	แล้ะแสดูงในร้ปู็ต่อไป็นี� โดูยการ้ใช้้	f'(x)

ในนิพื่จน์ดู้านบน	h	ค่่อส่ว่นเพิื่�มื่ของ	x	ซึึ่�งจะเขยีนเป็็น	Dx	นอกจากนี�	f(x+h)-f(x)	นั�นเริยีกว่า่ตัว่ดูำาเนินการ้ของ	y
แล้ะแสดูงโดูยสัญล้กัษณ์	Dy	ตอนนี�เร้าสามื่าร้ถแสดูงอนพัุื่นธ์์ไดู้ดัูงต่อไป็นี�

นอกจาก	f'(x)	แล้ว้่	ยงัมีื่สัญล้กัษณ์อนพัุื่นธ์อ์่�น	ๆ	อกี	เช่้น	y',	dy
dx
					แล้ะ	 d

dx
f x( )													เม่ื่�อเร้าพื่บอนพัุื่นธ์	์f'(x)	จาก

ฟังกชั์้น	f(x)	ของ	x	เร้ากล้า่ว่ไดู้ว่า่เร้ากำาล้งัหาอนุพัน�ข์องฟังกชั์้น	f(x)

		 จงหาอนพัุื่นธ์ต่์อไป็นี�
(1)	 อนพัุื่นธ์ข์องฟังกชั์้น	 f x x( )= 2

′ =f x x( ) 2

(2)	 อนพัุื่นธ์ข์องฟังกชั์้น	f(x)=5

′ =f x( ) 0

การทําความเขา้ใจอนุพันธแ์ละวธิกีารหาอนุพันธ์
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+ −
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∆
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5 5
0 0

อนุพัินธ์์อนุพัินธ์์อนุพัินธ์์อนุพัินธ์์อนุพัินธ์์อนุพัินธ์์อนุพัินธ์์อนุพัินธ์์อนุพัินธ์์อนุพัินธ์์อนุพัินธ์์อนุพัินธ์์อนุพัินธ์์อนุพัินธ์์อนุพัินธ์์อนุพัินธ์์อนุพัินธ์์อนุพัินธ์์อนุพัินธ์์อนุพัินธ์์อนุพัินธ์์อนุพัินธ์์อนุพัินธ์์อนุพัินธ์์อนุพัินธ์์อนุพัินธ์์อนุพัินธ์์อนุพัินธ์์อนุพัินธ์์อนุพัินธ์์อนุพัินธ์์อนุพัินธ์์อนุพัินธ์์อนุพัินธ์์
แคลคลัูสเชิงอนุพันธแ์ละแคลคลัูสเชิงปรพัินธ:์ ค่าสัมประสิทธิเ์ชิงอนุพันธแ์ละอนุพันธ์แคลคลัูสเชิงอนุพันธแ์ละแคลคลัูสเชิงปรพัินธ:์ ค่าสัมประสิทธิเ์ชิงอนุพันธแ์ละอนุพันธ์
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		 จงหาอนพัุื่นธ์ต่์อไป็นี�
(1)	 อนพัุื่นธ์ข์องฟังกชั์้น	 f x x( )= +7 9

(2)	 อนพัุื่นธ์ข์องฟังกชั์้น	 f x x( )= −3 2

′ =f x( ) 7

′ =
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=
+ + − +

=
→ → →

f x f x h f x
h

x h x
h

h
h h h

( ) lim
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→
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7 7
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−
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h h h
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+
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ADVANCED

(3)	 อนพัุื่นธ์ข์องฟังกชั์้น	 f x x( )= 3

′ =f x x( ) 3 2
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5-6-1-5p1

ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของอนุพัินธ์์
การ้หาอนพัุื่นธ์	์f'(x)	จากฟังกชั์้น	f(x)	เร้าจะใช้้สตูร้ต่อไป็นี�ซึึ่�งไดู้มื่าจากนิยามื่ของฟังกชั์้น

(1) 	เม่ื่�อ	y x= 4											แล้ว้่	 ′ =y x4 3

(2) 	เม่ื่�อ	y = −6												แล้ว้่	 ′ =y 0

(3) 	เม่ื่�อ	y x= 4 3													แล้ว้่	 ′ = × =y x x4 3 122 2

(4) 	เม่ื่�อ	y x x= +3 25 3																							แล้ว้่	 ′ = × + × = +y x x x x3 5 2 3 15 64 2 4 2

โดูยการ้แท่นที่�	a	ดู้ว่ย	x	ในอนพัุื่นธ์	์f'(x)	ของฟังกชั์้น	f(x)	เร้าสามื่าร้ถหาอนพัุื่นธ์	์f'(a)	สำาหริบั	x=a	ไดู้

อนุพัินธ์ข์องตั่ำว่แป็รอ่�นท้� ไม่ื่ใชั ่x
ฟังกชั์้น	y=f(x)	แสดูงฟังกชั์้นโดูยใช้้ตัว่แป็ร้	x	แล้ะ	y	แต่เร้าสามื่าร้ถเล้อ่กตัว่แป็ร้ใดูก็ไดู้เพ่ื่�อแสดูงฟังกชั์้น	ตัว่อย่าง
เช่้น	ค่ว่ามื่สัมื่พัื่นธ์	์S r= p 2														ของริศัมีื่	r	ของว่งกล้มื่แล้ะพ่ื่�นที่�	S	ของว่งกล้มื่กเ็ป็็นฟังกชั์้นของตัว่แป็ร้	r	แล้ะ	S	เช่้น
กนั

ในตอนนี�	เม่ื่�อหาอนุพัน�ข์อง S โดย r	เร้าจะไดู้	dS
dr

r= 2p																			ซึึ่�งเร้าจะเห็นสตูร้สำาหริบัการ้หาเส้นร้อบว่งกล้มื่

นอกจากนี�	ในค่ว่ามื่สัมื่พัื่นธ์	์V r=
4

3
3

  
p																		สำาหริบัริศัมีื่	r	ของท่ร้งกล้มื่แล้ะป็ริมิื่าตร้	V	ของท่ร้งกล้มื่	เม่ื่�อหาอนุพัน�์

ของ V โดย r	เร้าจะไดู้	
dV
dr

r= 4 2p																					ซึึ่�งเร้าจะเห็นสตูร้สำาหริบัการ้หาพ่ื่�นที่�ผิว่ของท่ร้งกล้มื่

		 จงแก้โจท่ยต่์อไป็นี�
(1)	 หาอนพัุื่นธ์ฟ์ังกชั์้น	y x x x= − − + −7 5 4 83 2

′ = − − +y x x21 10 42

การเรยีนรูส้มบัติของอนุพันธแ์ละการทําความเขา้ใจวธิกีารหาอนุพันธต่์าง ๆ

(1) y xn=              (n เป็็นจำ�นว่นจ�งิ) Þ ′ = −y nxn 1

(2) y c=          (c เป็็นค่ื�คืงท้�) Þ ′ =y 0

(3) y kf x= ( )                   (k เป็็นค่ื�คืงท้�) Þ ′ ′=y kf x( )

(4) y f x g x= ±( ) ( ) Þ ′ ′ ′= ±y f x g x( ) ( )

′ = − ′ − ′ + ′ − ′ = − ′ − ′ + ′ − ′ = − ⋅y x x x x x x( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )7 5 4 8 7 5 4 8 73 2 3 2 33 5 2 4 1 0

21 10 4

2

2

x x
x x

− ⋅ + ⋅ −

= − − +

ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของอนุพัินธ์์ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของอนุพัินธ์์ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของอนุพัินธ์์ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของอนุพัินธ์์ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของอนุพัินธ์์ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของอนุพัินธ์์ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของอนุพัินธ์์ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของอนุพัินธ์์ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของอนุพัินธ์์ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของอนุพัินธ์์ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของอนุพัินธ์์ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของอนุพัินธ์์ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของอนุพัินธ์์ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของอนุพัินธ์์ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของอนุพัินธ์์ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของอนุพัินธ์์ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของอนุพัินธ์์ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของอนุพัินธ์์ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของอนุพัินธ์์ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของอนุพัินธ์์ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของอนุพัินธ์์ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของอนุพัินธ์์ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของอนุพัินธ์์ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของอนุพัินธ์์ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของอนุพัินธ์์ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของอนุพัินธ์์ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของอนุพัินธ์์ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของอนุพัินธ์์ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของอนุพัินธ์์ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของอนุพัินธ์์ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของอนุพัินธ์์ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของอนุพัินธ์์ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของอนุพัินธ์์ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของอนุพัินธ์์ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของอนุพัินธ์์ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของอนุพัินธ์์ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของอนุพัินธ์์ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของอนุพัินธ์์ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของอนุพัินธ์์ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของอนุพัินธ์์ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของอนุพัินธ์์ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของอนุพัินธ์์ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของอนุพัินธ์์ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของอนุพัินธ์์ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของอนุพัินธ์์ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของอนุพัินธ์์ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของอนุพัินธ์์ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของอนุพัินธ์์ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของอนุพัินธ์์ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของอนุพัินธ์์ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของอนุพัินธ์์ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของอนุพัินธ์์ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของอนุพัินธ์์ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของอนุพัินธ์์ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของอนุพัินธ์์ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของอนุพัินธ์์ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของอนุพัินธ์์ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของอนุพัินธ์์ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของอนุพัินธ์์ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของอนุพัินธ์์ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของอนุพัินธ์์ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของอนุพัินธ์์ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของอนุพัินธ์์ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของอนุพัินธ์์ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของอนุพัินธ์์ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของอนุพัินธ์์ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของอนุพัินธ์์ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของอนุพัินธ์์ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของอนุพัินธ์์ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของอนุพัินธ์์ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของอนุพัินธ์์ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของอนุพัินธ์์ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของอนุพัินธ์์ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของอนุพัินธ์์ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของอนุพัินธ์์ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของอนุพัินธ์์ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของอนุพัินธ์์ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของอนุพัินธ์์ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของอนุพัินธ์์ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของอนุพัินธ์์ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของอนุพัินธ์์ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของอนุพัินธ์์ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของอนุพัินธ์์ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของอนุพัินธ์์ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของอนุพัินธ์์
แคลคลัูสเชิงอนุพันธแ์ละแคลคลัูสเชิงปรพัินธ:์ ค่าสัมประสิทธิเ์ชิงอนุพันธแ์ละอนุพันธ์แคลคลัูสเชิงอนุพันธแ์ละแคลคลัูสเชิงปรพัินธ:์ ค่าสัมประสิทธิเ์ชิงอนุพันธแ์ละอนุพันธ์
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(2)	 หาอนพัุื่นธ์ฟ์ังกชั์้น	 f x x x x( ) ( )( )= − +2 3

′ = + −f x x x( ) 3 2 62

(3)	 ใช้้อนพัุื่นธ์ข์องฟังกชั์้น	 f x x x( )= − + −4 7 102																																						เพ่ื่�อหาอนพัุื่นธ์ข์อง	f(x)	เม่ื่�อ	x=5

-33

		 จงแก้โจท่ยต่์อไป็นี�
(1)	 หาอนพัุื่นธ์ฟ์ังกชั์้น	y x x x= − + − +2 4 7 133 2

(2)	 หาอนพัุื่นธ์ฟ์ังกชั์้น	 f x x x x( ) ( )( )= + −3 1 1

(3)	 ใช้้อนพัุื่นธ์ข์องฟังกชั์้น	 f x x x( )= − +5 9 82																																	เพ่ื่�อหาอนพัุื่นธ์ข์อง	x=-2	เม่ื่�อ	f(x)

f x x x x x x x
f x x x x x x
( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (

= − + = + −

= ′ + ′ − ′ = ′ +′
2 3 6

6

3 2

3 2 3 2 ′′ − ′ = + − ⋅ = + −) ( )6 3 2 6 1 3 2 62 2x x x x x

′ = − ′ + ′ − ′ = − ′ + ′ − ′ = − ⋅ + ⋅ − =f x x x x x x( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )4 7 10 4 7 10 4 2 7 1 02 2 −− +
= − ⋅ + = −′

8 7

5 8 5 7 33

x
f ( )

T|| p4[d+7[p10$5B

′ = − + −y x x6 8 72

′ = − ′ + ′− ′ + ′ =− ′ + ′− ′ + ′

=−
y x x x x x x( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 4 7 13 2 4 7 133 2 3 2

22 3 4 2 7 1 0 6 8 72 2⋅ + ⋅ − ⋅ + =− + −x x x x

′ = −f x x( ) 9 32

f x x x x x x
f x x x x x
( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

= + − = −
= ′− ′ = ′− ′ = ⋅′
3 1 1 3 3

3 3 3 3 3

3

3 3 33 3 1 9 32 2x x− ⋅ = −

-29

′ = ′− ′ + ′ = ′− ′ + ′ = ⋅ − ⋅ + = −f x x x x x x x( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )5 9 8 5 9 8 5 2 9 1 0 10 92 2

′′ − = ⋅ − − =−f ( ) ( )2 10 2 9 29

T|| 5[dp9[+8$p2B
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ส้มื่กำ�รของเส้้นสั้มื่ผััส้
ค่าสัมประสิท�ิ �เชิงอนุพัน� ์f'(a)	ของฟังกชั์้น	y=f(x)	โดูยที่�	x=a	ค่่อ
ความชันของเส้นสัมผัสของจดุู	(a,	f(a))	บนกร้าฟ
สมการของเส้นสัมผัสสำาหริบัจดุู	(a,	f(a))	บนกร้าฟของฟังกชั์้น	y=f(x)	จะ
แสดูงดัูงต่อไป็นี�

	 	 กำาหนดูให้	m	ค่่อค่ว่ามื่ชั้นของเส้นสัมื่ผัส	l	สำาหริบัจดุู	P(5,	10)	บนกร้าฟของฟังกชั์้น	y x x= − +2 4 5																										ในตอนนี�	
จงแก้โจท่ยต่์อไป็นี�
(1)	 จงหาค่่าของ	m
โดูยกำาหนดูให้	 f x x x( )= − +2 4 5																															เร้าจะไดู้	m=f'(5)

โดูยการ้หาอนพัุื่นธ์ข์อง	f(x)	เร้าจะไดู้	 ′ = − + ′ = −f x x x x( ) ( )2 4 5 2 4

ดัูงนั�น	เร้าจงึไดู้	m f= = ⋅ − =′( )5 2 5 4 6

6

(2)	 จงหาสมื่การ้ของเส้นสัมื่ผัส	l
เส้นสัมื่ผัส	l	ค่่อเส้นตร้งที่�ผ่านจดุู	P (5,	10)	โดูยมีื่ค่ว่ามื่ชั้น	m=6

ดัูงนั�น	จาก	y x− = −10 6 5( )                	เร้าจงึไดู้	y x= −6 20
y x= −6 20

การทําความเขา้ใจวธิกีารหาสมการสําหรบัเส้นสัมผัสจากกราฟของ�งก์ชันต่าง ๆ

O Xa

f (a )

y=f (x )
Y

ค่ว่ามื่ชั้นของ	f'(a)

y f a f a x a− = −′( ) ( )( )

สมการสําหรบัเส้นตรงท่ีผ่านจดุ ( , )x y1 1        และมีความชันของ m
y y m x x− = −1 1( )

T|| [dp4[+5$5B

ส้มื่กำ�รของเส้้นสั้มื่ผััส้ส้มื่กำ�รของเส้้นสั้มื่ผััส้ส้มื่กำ�รของเส้้นสั้มื่ผััส้ส้มื่กำ�รของเส้้นสั้มื่ผััส้ส้มื่กำ�รของเส้้นสั้มื่ผััส้ส้มื่กำ�รของเส้้นสั้มื่ผััส้ส้มื่กำ�รของเส้้นสั้มื่ผััส้ส้มื่กำ�รของเส้้นสั้มื่ผััส้ส้มื่กำ�รของเส้้นสั้มื่ผััส้ส้มื่กำ�รของเส้้นสั้มื่ผััส้ส้มื่กำ�รของเส้้นสั้มื่ผััส้ส้มื่กำ�รของเส้้นสั้มื่ผััส้ส้มื่กำ�รของเส้้นสั้มื่ผััส้ส้มื่กำ�รของเส้้นสั้มื่ผััส้ส้มื่กำ�รของเส้้นสั้มื่ผััส้ส้มื่กำ�รของเส้้นสั้มื่ผััส้ส้มื่กำ�รของเส้้นสั้มื่ผััส้ส้มื่กำ�รของเส้้นสั้มื่ผััส้ส้มื่กำ�รของเส้้นสั้มื่ผััส้ส้มื่กำ�รของเส้้นสั้มื่ผััส้ส้มื่กำ�รของเส้้นสั้มื่ผััส้ส้มื่กำ�รของเส้้นสั้มื่ผััส้ส้มื่กำ�รของเส้้นสั้มื่ผััส้ส้มื่กำ�รของเส้้นสั้มื่ผััส้ส้มื่กำ�รของเส้้นสั้มื่ผััส้ส้มื่กำ�รของเส้้นสั้มื่ผััส้ส้มื่กำ�รของเส้้นสั้มื่ผััส้ส้มื่กำ�รของเส้้นสั้มื่ผััส้ส้มื่กำ�รของเส้้นสั้มื่ผััส้ส้มื่กำ�รของเส้้นสั้มื่ผััส้ส้มื่กำ�รของเส้้นสั้มื่ผััส้ส้มื่กำ�รของเส้้นสั้มื่ผััส้ส้มื่กำ�รของเส้้นสั้มื่ผััส้ส้มื่กำ�รของเส้้นสั้มื่ผััส้ส้มื่กำ�รของเส้้นสั้มื่ผััส้ส้มื่กำ�รของเส้้นสั้มื่ผััส้ส้มื่กำ�รของเส้้นสั้มื่ผััส้ส้มื่กำ�รของเส้้นสั้มื่ผััส้ส้มื่กำ�รของเส้้นสั้มื่ผััส้ส้มื่กำ�รของเส้้นสั้มื่ผััส้ส้มื่กำ�รของเส้้นสั้มื่ผััส้ส้มื่กำ�รของเส้้นสั้มื่ผััส้ส้มื่กำ�รของเส้้นสั้มื่ผััส้ส้มื่กำ�รของเส้้นสั้มื่ผััส้ส้มื่กำ�รของเส้้นสั้มื่ผััส้ส้มื่กำ�รของเส้้นสั้มื่ผััส้ส้มื่กำ�รของเส้้นสั้มื่ผััส้ส้มื่กำ�รของเส้้นสั้มื่ผััส้ส้มื่กำ�รของเส้้นสั้มื่ผััส้ส้มื่กำ�รของเส้้นสั้มื่ผััส้ส้มื่กำ�รของเส้้นสั้มื่ผััส้ส้มื่กำ�รของเส้้นสั้มื่ผััส้ส้มื่กำ�รของเส้้นสั้มื่ผััส้ส้มื่กำ�รของเส้้นสั้มื่ผััส้ส้มื่กำ�รของเส้้นสั้มื่ผััส้ส้มื่กำ�รของเส้้นสั้มื่ผััส้
แคลคลัูสเชิงอนุพันธแ์ละแคลคลัูสเชิงปรพัินธ:์ ค่าสัมประสิทธิเ์ชิงอนุพันธแ์ละอนุพันธ์แคลคลัูสเชิงอนุพันธแ์ละแคลคลัูสเชิงปรพัินธ:์ ค่าสัมประสิทธิเ์ชิงอนุพันธแ์ละอนุพันธ์
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check

เพ่ื่�อการทำำ�ความเข้า้ใจที่่�ดีีขึ้้�น ให้้ใช้้ตารางและคิิวอาร์์โค้้ดเพ่ื่�อคำำ�นวณและวาดความสัมพันธ์ข์องเส้้นสััมผัสและ	
กราฟของฟังก์ชั์ัน
กด w เลืือก [Table (ตาราง)] กด | จากนั้้�นจึงึล้า้งข้อ้มูลูก่อ่นหน้้าโดยการกด W

กด I เลืือก [Define f(x)/g(x) (กำำ�หนดค่่า f(x)/g(x))] กด | เลืือก 	
[Define f(x) (กำำ�หนดค่่า f(x))] กด | หลังัจากป้อน f(x)=x x2 4 5− +                   กด B

และด้้วยวิธิีเีดีียวกันั ให้้ป้อน g(x)= 6 20x -

กด I เลืือก [Table Range (ช่่วงตาราง)] กด | หลังัจากป้อน 
[Start (เริ่่�มต้้น):0, End (ส้ิ้�นสุุด):7, Step (ข้ั้�น):1] เลืือก [Execute (ดำำ�เนิินการ)] กด B

กด q[ สแกนคิิวอาร์์โค้้ดเพ่ื่�อแสดงกราฟ

จากตารางและกราฟ เราจะเห็็นได้้ว่า่ค่่าต่ำำ��สุดุ
ของ f(x) คืือ x=2

f(x) และ g(x) ใช้้จุดุ (5, 10) ร่ว่มกันั

	 	 กราฟของฟังก์ชั์ัน y x= +2 1                 มีเส้้นสััมผัส 2 เส้้นที่่�วาดจากจุดุกำำ�เนิิด จงหาสมการของเส้้นสััมผัสเหล่า่นี้้�
เม่ื่�อกำำ�หนดให้้ f x x( )= +2 1                      เราจะได้้ ′ =f x x( ) 2

เน่ื่�องจากพิิกัดัของเส้้นสััมผัสคืือ ( , )a a 2 1+               เราจึงึพบว่า่ความชันของเส้้นสััมผัสคืือ ′ =f a a( ) 2

สมการของเส้้นสััมผัสมาจาก y a a x a− + = −( ) ( )2 1 2                                       แล้ว้เราจะได้้ y ax a= − +2 12

เส้้นนี้้�ผ่่านจุดุกำำ�เนิิด ดังนั้้�นจาก 0 2 0 12= ⋅ − +a a                             เราจะได้้ a=±1

เม่ื่�อ a=1 แล้ว้ y x= 2

เม่ื่�อ a=-1 แล้ว้ y x= −2

� y x y x= =−2 2,
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	 	 กำาหนดูให้	m	ค่่อค่ว่ามื่ชั้นของเส้นสัมื่ผัส	l	สำาหริบัจดุู	P(-1,	9)	บนกร้าฟของฟังกชั์้น	y x x= − − +2 6 4																													ในตอน
นี�	จงแก้โจท่ยต่์อไป็นี�
(1)	 จงหาค่่าของ	m

(2)	 จงหาสมื่การ้ของเส้นสัมื่ผัส	l

โดยู่กำำ�หนดให้ f x x x( )=− − +2 6 4                                         เร�จะได้ m=f'(-1)

โดยู่กำ�รห�อนุพัินธ์ข์อง f(x) เร�จะได้ ′ = − − + ′ =− −f x x x x( ) ( )2 6 4 2 6

ดังนั�น เร�จงึได้ m f= − =− ⋅ − − =−′( ) ( )1 2 1 6 4
-4

T|| p[dp6[+4$p1B

เส้้นสั้มื่ผััส้ l ค่ือเส้้นต่ำรงท้�ผ่ั�นจดุ P (-1, 9) โดยู่ม้ื่คืว่�มื่ชััน m=-4

ดังนั�น จ�กำ y x− =− − −9 4 1{ ( )}                       เร�จงึได้ y x=− +4 5
y x=− +4 5

เพ่ิ�อกำ�รทำ�คืว่�มื่เข�้ใจท้�ด้ขึ�น ให้ใชัต้ารางแล้ะค้่วอาร์โค้่ดเพ่ิ�อคืำ�นว่ณแล้ะว่�ด
คืว่�มื่สั้มื่พัินธ์ข์องเส้้นสั้มื่ผััส้แล้ะกำร�ฟของฟังก์ำชััน
กำด w เล่้อกำ [Table (ตาราง)] กำด | จ�กำนั�นจงึ
ล้้�งขอ้มูื่ล้ก่ำอนหน้�โดยู่กำ�รกำด W
กำด I เล่้อกำ [Define f(x)/g(x) (กำำาหนดค่่า f(x)/g(x))]

กำด | เล่้อกำ [Define f(x) (กำำาหนดค่่า f(x))], กำด |
หลั้งจ�กำป้อน f(x)=− − +x x2 6 4                          กำด B
แล้ะด้ว่ยู่ว่ธิ์เ้ด้ยู่ว่กัำน ให้ป้อน g(x)=− +4 5x
กำด I เล่้อกำ [Table Range (ช่่วงตาราง)] กำด | หลั้งจ�กำ
ป้อน [Start (เร่�มต้น):-5, End (ส้ิ้�นสุิ้ด):2, Step (ข้ั้�น):1]

แล้้ว่ ให้เล่้อกำ [Execute (ดำาเนินกำาร)] แล้้ว่กำด B

กำด q[ ส้แกำนค้่วอาร์โค้่ดเพ่ิ�อแส้ดง
กำร�ฟ

จ�กำต่ำ�ร�งแล้ะกำร�ฟ เร�จะเห็นได้ว่�่ค่ื�
สู้งสุ้ดของ f(x) ค่ือ x=-3

f(x) แล้ะ g(x) ใชัจ้ดุ (-1, 9) รว่่มื่กัำน
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	 	 กราฟของฟังก์ชั์ัน y x= +3 22                   มีเส้้นสััมผัส 2 เส้้นที่่�วาดจากจุดุ (0, -10) จงหาสมการของเส้้นสััมผัสเหล่า่นี้้�

เม่ื่�อกำำ�หนดให้้ f x x( )= +3 22                             เราจะได้้ ′ =f x x( ) 6

เน่ื่�องจากพิิกััดของเส้้นสััมผััสคืือ ( , )a a3 22 +                     เราจึงึพบว่า่ความชัันของเส้้นสััมผััส
คืือ ′ =f a a( ) 6

สมการของเส้้นสััมผััสมาจาก y a a x a− + = −( ) ( )3 2 62                                                  แล้้วเราจะได้้  
y ax a= − +6 3 22

เส้้นน้ี้�ผ่่านจุดุ (0, -10) ดัังนั้้�นจาก − = ⋅ − +10 6 0 3 22a a                                           เราจะได้้ a=±2

เม่ื่�อ a=2 แล้้ว y x= −12 10
เม่ื่�อ a=-2 แล้้ว y x=− −12 10
� y x y x= − =− −12 10 12 10,
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ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์อง
ฟังก์ำชััน
สมื่การ้เชิ้งอนพัุื่นธ์แ์สดูงความชันของเส้นสัมผัสที�จดุของเส้นสัมผัส
จากส่ว่นนี�	เร้าสามื่าร้ถพิื่จาร้ณาการ้เพิื่�มื่แล้ะการ้ล้ดูของฟังกชั์้น	f(x)

ไดู้	หาก	f'(x)>0	อยูภ่ายในพิื่สัยหนึ�ง	เส้นสัมื่ผัสมีื่ค่ว่ามื่ชั้นบว่ก	ดัูงนั�น
กร้าฟของฟังกชั์้น	f(x)	จงึเพิื่�มื่ขึ�น	ในท่ำานองเดีูยว่กนั	หาก	f'(x)<0	อยู่
ภายในพิื่สัยหนึ�ง	เส้นสัมื่ผัสมีื่ค่ว่ามื่ชั้นล้บ	ดัูงนั�นกร้าฟของฟังกชั์้น	
f(x)	จงึล้ดูล้ง

เม่ื่�อฟังกชั์้น	f(x)	เป็ล้ี�ยนจากเพิื่�มื่เป็็นล้ดูที่�	x=a	ฟังกชั์้น	f(x)	มีื่ค่าสงูสดุสัมพัท�ที์่�	x=a	ดัูงนั�นเร้าจงึกล้า่ว่ไดู้ว่า่	f(a)

ค่่อค่าสงูสดุสัมพัท�์
เม่ื่�อฟังกชั์้น	f(x)	เป็ล้ี�ยนจากเพิื่�มื่เป็็นล้ดูที่�	x=b	ฟังกชั์้น	f(x)	มีื่ค่าตํ�าสดุสัมพัท�ที์่�	x=b	ดัูงนั�นเร้าจงึกล้า่ว่ไดู้ว่า่	f(b)

ค่่อค่าตํ�าสดุสัมพัท�์
ค่่าสงูสดุูสัมื่พัื่ท่ธ์แ์ล้ะค่่าตำ�าสดุูสัมื่พัื่ท่ธ์นั์�นจะเริยีกโดูยร้ว่มื่ว่า่ค่าสดุขดีสัมพัท�์
เพ่ื่�อการ้จดัูร้ปู็แบบการ้เพิื่�มื่แล้ะการ้ล้ดูของฟังกชั์้น	f(x)	อย่างมีื่
ป็ร้ะสิท่ธ์ภิาพื่	ให้ใช้้ตาร้างแสดูงฟังกชั์้นเพิื่�มื่/ล้ดูตามื่ภาพื่ที่�แสดูง
ดู้านขว่า
สำาหริบั	f'(a)=0	จากกอ่นถงึหล้งั	x=a	สัญล้กัษณ์ของ	f'(x)

เป็ล้ี�ยนจากบว่กเป็็นล้บ
Þ  เม่ื่�อ	x=a	ค่่อค่่าสงูสดุูสัมื่พัื่ท่ธ์	์แล้ว้่	f(a)	กค่็่อค่่าสงูสดุูสัมื่พัื่ท่ธ์์

สำาหริบั	f'(b)=0	จากกอ่นถงึหล้งั	x=b	สัญล้กัษณ์ของ	f'(x)	เป็ล้ี�ยนจากล้บเป็็นบว่ก
Þ  เม่ื่�อ	x=b	ค่่อค่่าตำ�าสดุูสัมื่พัื่ท่ธ์	์แล้ว้่	f(b)	กค่็่อค่่าตำ�าสดุูสัมื่พัื่ท่ธ์์

ว่ธิ์ว้่�ดกำร�ฟของฟังก์ำชััน y=f(x)
(1)	 จงหาอนพัุื่นธ์ข์อง	y=f(x)	เพ่ื่�อที่�จะไดู้	f'(x)=0	เพ่ื่�อหา	x
(2)	 จงกำาหนดูสัญล้กัษณ์ของ	(y'=)f'(x)	ในส่ว่นของ	f'(x)=0	สำาหริบัพิื่สัยของค่่าอ่�นที่�ไม่ื่ใช่้	x
(3)	 ในตาร้างแสดูงฟังกชั์้นเพิื่�มื่/ล้ดู	ให้จดัูร้ปู็แบบการ้เพิื่�มื่แล้ะการ้ล้ดูของ	y	แล้ะการ้เป็ล้ี�ยนแป็ล้งสัญล้กัษณ์ของ	y'
(4)	 จงหาค่่าสดุูขดีูสัมื่พัื่ท่ธ์จ์ากตาร้างแสดูงฟังกชั์้นเพิื่�มื่/ล้ดู	แล้ะว่าดูกร้าฟ

การทําความเขา้ใจหลักพ้ืนฐานของ�งก์ชันเพิม่/�งก์ชันลดและค่าสงูสดุ/ค่าตํา่สดุสัมพัทธข์อง�งก์ชัน

O Xa b

f (a )

f (b )

y=f (x )
Y

การเพิ�ม

การลด
การเพิ�ม

ค่าสงูสดุสัมพัท�์

ค่าตํ�าสดุสัมพัท�์

ส้ำ�ห�บัฟังก์ำชััน f(x) ภ�ยู่ในพิิสั้ยู่:
ห�กำ f'(x)>0 แล้้ว่ f(x) เพิิ�มื่ขึ�นภ�ยู่ในพิิสั้ยู่นั�น
ห�กำ f'(x)<0 แล้้ว่ f(x) ล้ดล้งภ�ยู่ในพิิสั้ยู่นั�น

x … a … b …
f'(x) + 0 - 0 +

f(x) ↗ ค่่าสงูสดุู
สัมื่พัื่ท่ธ์์

↘ ค่่าตำ�าสดุู
สัมื่พัื่ท่ธ์์

↗

ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ((11))ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน 
แคลคลัูสเชิงอนุพันธแ์ละแคลคลัูสเชิงปรพัินธ:์ การเพิม่/การลด�งก์ชันและค่าสดุขดีสัมพัทธข์อง�งก์ชันแคลคลัูสเชิงอนุพันธแ์ละแคลคลัูสเชิงปรพัินธ:์ การเพิม่/การลด�งก์ชันและค่าสดุขดีสัมพัทธข์อง�งก์ชัน



5-6-2-1p2

	 	 จงแก้้โจทย์เ์กี่่�ยวกับัฟังก์ชั์ัน y x x= −3 3                    ดังต่่อไปนี้้�
(1)	 หาอนุพัุันธ์ข์อง y' และเม่ื่�อกำำ�หนดให้้ y'=0 จงหาค่่าของ x

�
′ = − = ±y x x3 3 12 ,

(2)	 ทำำ�ตารางแสดงฟังก์ชั์ันเพิ่่�ม/ลดทางด้้านขวาให้้สมบูรูณ์
เม่ื่�อ x=-1 แล้ว้ y=2 ซ่ึ่�งเป็็นค่่าสูงูสุดุสัมพัทธ์์
เม่ื่�อ x=1 แล้ว้ y=-2 ซ่ึ่�งเป็็นค่่าต่ำำ��สุดุสัมพัทธ์์

(3)	 วาดกราฟของฟังก์ชั์ัน y x x= −3 3

check

(2)	 กด w เลืือก [Table (ตาราง)] กด | จากนั้้�นจึงึล้า้งข้อ้มูลูก่อ่นหน้้าโดยการกด W

กด I เลืือก [Define f(x)/g(x) (กำำ�หนดค่่า f(x)/g(x))] กด | เลืือก [Define f(x) (กำำ�หนดค่่า f(x))] กด | 	
หลังัจากป้อน f(x)=x x3 3-            กด B

และด้้วยวิธิีเีดีียวกันั ให้้ป้อน g(x)= 3 32x -

กด I เลืือก [Table Range (ช่่วงตาราง)] กด | หลังัจากป้อน [Start (เริ่่�มต้้น):-3, End (ส้ิ้�นสุุด):3, Step (ข้ั้�น):0.5] 
แล้ว้ ให้้เลืือก [Execute (ดำำ�เนิินการ)] แล้ว้กด B

(3)	 กด q[ สแกนคิิวอาร์์โค้้ดเพ่ื่�อแสดงกราฟ

′ = − ′ = −

− = = = ±
y x x x
x x x
( )

, ,

3 2

2 2

3 3 3

3 3 0 1 1

x … -1 … 1 …
y' + 0 - 0 +
y ↗ 2 ↘ -2 ↗

O 1

2

-2

-1 X

Y

ในบริเิวณที่่�อนุพัุันธ์ ์g(x) เป็็นบวก f(x) จะ
เพิ่่�มขึ้้�น และจะลดลงในบริเิวณที่่�เป็็นลบ



5-6-2-1p3

	 	 พิิจารณาว่า่ฟังก์ชั์ัน y x x= −2 33 2                       เพิ่่�มขึ้้�นหรืือลดลง วาดกราฟ และหาค่่าสูงูสุดุสัมพัทธ์แ์ละค่่าต่ำำ��สุดุสัมพัทธ์์

ตารางแสดงฟังก์ชั์ันเพิ่่�ม/ลดแสดงอยู่่�ทางด้้านขวา
เม่ื่�อ x=0 แล้ว้ y=0 ซ่ึ่�งเป็็นค่่าสูงูสุดุสัมพัทธ์์
เม่ื่�อ x=1 แล้ว้ y=-1 ซ่ึ่�งเป็็นค่่าต่ำำ��สุดุสัมพัทธ์์
กราฟแสดงในแผนภาพด้านขวา

� ค่่าสูงสุุดสััมพัทธ์ ์…0 ค่่าต่ำำ��สุุดสััมพัทธ์ ์…-1

check

กด w เลืือก [Table (ตาราง)] กด | จากนั้้�นจึงึล้า้งข้อ้มูลูก่อ่นหน้้าโดยการกด W

กด I เลืือก [Define f(x)/g(x) (กำำ�หนดค่่า f(x)/g(x))] กด | เลืือก 
[Define f(x) (กำำ�หนดค่่า f(x))] กด | หลังัจากป้อน f(x)=2 33 2x x-                กด B

กด I เลืือก [Table Range (ช่่วงตาราง)] กด | หลังัจาก
ป้อน [Start (เริ่่�มต้้น):-1, End (ส้ิ้�นสุุด):2, Step (ข้ั้�น):1] แล้ว้ 
ให้้เลืือก [Execute (ดำำ�เนิินการ)] แล้ว้กด B

กด q[ สแกนคิิวอาร์์โค้้ดเพ่ื่�อแสดงกราฟ

ใช้้สมการ เพ่ื่�อหาค่่าสูงูสุดุสัมพัทธ์แ์ละค่่าต่ำำ��สุดุสัมพัทธ์์โดยตรง
กด w เลืือก [Equation (สมการ)] กด |

เลืือก [Polynomial (พหุุนาม)] กด | เลืือก 	
[ ax bx cx d3 2+ + +                            ] กด |

ป้อน a=2, b=-3, c=0 และ d=0

แสดงตามลำำ�ดับโดยการกด BB สำำ�หรับัจุดุตัดแกน x แล้ว้กด BB สำำ�หรับัค่่าสูงูสุดุสัมพัทธ์ ์แล้ว้กด BB 
สำำ�หรับัค่่าต่ำำ��สุดุสัมพัทธ์์

x … 0 … 1 …
y' + 0 - 0 +
y ↗ 0 ↘ -1 ↗

′ = − ′ = −

− = − = =
y x x x x
x x x x x
( )

, ( ) , ,

2 3 6 6

6 6 0 6 1 0 0 1

3 2 2

2

O 1

-1
X

Y

2Bp3B0B0B
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	 	 จงแก้โจท่ยเ์กี�ยว่กบัฟังกชั์้น	y x x= − + −3 23 3																															ดัูงต่อไป็นี�
(1)	 หาอนพัุื่นธ์ข์อง	y'	แล้ะเม่ื่�อกำาหนดูให้	y'=0	จงหาค่่าของ	x

(2)	 ท่ำาตาร้างแสดูงฟังกชั์้นเพิื่�มื่/ล้ดูท่างดู้านขว่าให้สมื่บรู้ณ์

(3)	 ว่าดูกร้าฟของฟังกชั์้น	y x x= − + −3 23 3

′ = − + =y x x x3 6 0 22 , ,

′ = − + − ′ =− +
− + = − − = =
y x x x x
x x x x x
( )

, ( ) , ,

3 2 2

2

3 3 3 6

3 6 0 3 2 0 0 2

x … 0 … 2 …
y' - 0 + 0 -
y ↘ -3 ↗ 1 ↘

O

-3

1

2 X

Y

(2) กำด w เล่้อกำ [Table (ตาราง)] กำด | จ�กำนั�นจงึล้้�งขอ้มูื่ล้ก่ำอนหน้�โดยู่กำ�รกำด W
  กำด I เล่้อกำ [Define f(x)/g(x) (กำำาหนดค่่า f(x)/g(x))] กำด | เล่้อกำ 

[Define f(x) (กำำาหนดค่่า f(x))] กำด | หลั้งจ�กำป้อน f(x)=− + −x x3 23 3                           แล้้ว่ 
ให้กำด B

 แล้ะด้ว่ยู่ว่ธิ์เ้ด้ยู่ว่กัำน ให้ป้อน g(x)=− +3 62x x
  กำด I เล่้อกำ [Table Range (ช่่วงตาราง)] กำด | หลั้งจ�กำป้อน 

[Start (เร่�มต้น):-2, End (ส้ิ้�นสุิ้ด):3, Step (ข้ั้�น):0.5] แล้้ว่ ให้เล่้อกำ 
[Execute (ดำาเนินกำาร)] แล้้ว่กำด B

(3) กำด q[ ส้แกำนค้่วอาร์โค้่ดเพ่ิ�อแส้ดงกำร�ฟ
  ในบ�เิว่ณท้�อนุพัินธ์ ์g(x) เป็็นบว่กำ f(x) จะเพิิ�มื่ขึ�น
 แล้ะจะล้ดล้งในบ�เิว่ณท้�เป็็นล้บ



5-6-2-1p5

	 	 พิิจารณาว่า่ฟังก์ชั์ัน y x x= − +3 12                        เพิ่่�มขึ้้�นหรืือลดลง วาดกราฟ และหาค่่าสูงูสุดุสัมพัทธ์แ์ละค่่าต่ำำ��สุดุสัมพัทธ์์

ตารางแสดงฟังก์์ชัันเพิ่่�ม/ลดแสดงอยู่่�
ทางด้้านขวา
เม่ื่�อ x=-2 แล้้ว y=-16 ซ่ึ่�งเป็็นค่่าต่ำำ��สุุด
สััมพัทธ์์
เม่ื่�อ x=2 แล้้ว y=16 ซ่ึ่�งเป็็นค่่าสูงสุุด
สััมพัทธ์์
กราฟแสดงในแผนภาพด้านขวา

ค่่าสูงสุุดสััมพัทธ์ ์…16  
ค่่าต่ำำ��สุุดสััมพัทธ์ ์…-16

กด w เลืือก [Table (ตาราง)] กด | จากนั้้�นจึงึล้้างข้อ้มููลก่อนหน้้าโดยการกด W
กด I เลืือก [Define f(x)/g(x) (กำำ�หนดค่่า f(x)/g(x))] กด | เลืือก  
[Define f(x) (กำำ�หนดค่่า f(x))] กด | หลัังจากป้อน f(x)=− +x x3 12                    กด B
กด I เลืือก [Table Range (ช่่วงตาราง)] กด | หลัังจากป้อน  
[Start (เร่ิ่�มต้้น):-3, End (ส้ิ้�นสุุด):3, Step (ข้ั้�น):1] แล้้ว ให้้เลืือก  
[Execute (ดำำ�เนิินการ)] แล้้วกด B
กด q[ สแกนคิิวอาร์์โค้้ดเพ่ื่�อแสดงกราฟ

′ = − + ′ =− +
− + = = = ±
y x x x
x x x
( )

, ,

3 2

2 2

12 3 12

3 12 0 4 2

x … -2 … 2 …
y' - 0 + 0 -

y ↘ -16 ↗ 16 ↘

O

-16

16

2
-2

X

Y



5-6-2-2p1

ค่ื�สั้มื่ป็ระสิ้ทธ์ิ �เชังิอนุพัินธ์แ์ล้ะค่ื�สุ้ดขด้สั้มื่พัิทธ์์
หากฟังกชั์้น	f(x)	มีื่ค่่าสดุูขดีูที่�	x=a	แล้ว้่เร้าจะไดู้	f'(a)=0	อย่างไร้กต็ามื่	แม้ื่ว่า่	f'(a)=0	เร้าก็ไม่ื่สามื่าร้ถสร้ปุ็ไดู้ว่า่
ฟังกชั์้น	f(x)	มีื่ค่่าสดุูขดีูที่�	x=a
		 สำาหริบัฟังกชั์้น	 f x x( )= 3																จาก	 ′ =f x x( ) 3 2																			เร้าจะ
ไดู้	f'(0)=0	แต่เร้าไม่ื่สามื่าร้ถหาค่่าสดุูขดีูสัมื่พัื่ท่ธ์์ไดู้
ตามื่ที่�แสดูงในตาร้างแสดูงฟังกชั์้นเพิื่�มื่/ล้ดูดู้านขว่า
เน่�องจากกอ่นแล้ะหล้งั	x=0	แล้ะเป็็น	f'(x)>0	เสมื่อ	
ดัูงนั�นค่่าจงึเพิื่�มื่ขึ�นเท่่านั�น

ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่แล้ะฟังก์ำชัันล้ด
ร้ายการ้ที่�เกี�ยว่ขอ้งกบัการ้เพิื่�มื่แล้ะล้ดูของฟังกชั์้น	f(x)	ต่อไป็นี�ถกูต้อง

โป็ร้ดูท่ร้าบว่า่ใน	(2)	ที่�ดู้านบน	ค่่าค่งตัว่ที่�เพิื่�มื่ขึ�นจะเริยีกว่า่�งก์ชันเพิ�ม	แล้ะค่่าค่งตัว่ที่�ล้ดูล้งจะเริยีกว่า่�งก์ชันลด

	 	 จงแก้โจท่ยเ์กี�ยว่กบัฟังกชั์้น	 f x x ax bx( )= + +3 2																																				ดัูงต่อไป็นี�
(1)	 พิื่จาร้ณาค่่าของค่่าค่งที่�	a	แล้ะ	b	เพ่ื่�อหาค่่าสดุูขดีูสัมื่พัื่ท่ธ์	์

x=-1	แล้ะ	x=3

′ = + +f x x ax b( ) 3 22

ฟังกชั์้น	f(x)	มีื่ค่่าสดุูขดีูสัมื่พัื่ท่ธ์ที์่�	x=-1	แล้ะ	x=3	ดัูงนั�นเร้า
จะไดู้	f'(-1)=0	แล้ะ	f'(3)=0

′ − = ⋅ − + ⋅ − + = − =f a b a b( ) ( ) ( ) ,1 3 1 2 1 0 2 32 	 …( i )

′ = ⋅ + ⋅ + = + = −f a b a b( ) ,3 3 3 2 3 0 6 272 	 …(ii)

จากการ้แก้โจท่ย	์( i )	แล้ะ	(ii)	เร้าจะไดู้	a=-3	แล้ะ	b=-9

a=-3, b=-9
(2)	 หาค่่าสดุูขดีูสัมื่พัื่ท่ธ์ส์ำาหริบั	(1)

ตาร้างแสดูงฟังกชั์้นเพิื่�มื่/ล้ดูสำาหริบัฟังกชั์้น	f(x)	แสดูงอยูท่่างดู้านขว่า
ดัูงนั�น	เม่ื่�อ	x=-1	ค่่าสงูสดุูสัมื่พัื่ท่ธ์ค่์่อ	5	แล้ะเม่ื่�อ	x=3	ค่่าตำ�าสดุู
สัมื่พัื่ท่ธ์ค่์่อ	-27

เม่ื่�อ x=-1 ค่ื�สู้งสุ้ดสั้มื่พัิทธ์ค่์ือ 5 แล้ะเม่ื่�อ x=3 ค่ื�ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ค่์ือ -27

การทําความเขา้ใจค่าสัมประสิทธิเ์ชิงอนุพันธแ์ละค่าสดุขดีสัมพัทธ ์รวมถึง�งก์ชันเพิม่และ�งก์ชันลด

O X

Yx … 0 …
f'(x) + 0 +

f(x) ↗ 0 ↗

(2) ส้ำ�ห�บัฟังก์ำชััน f(x) เฉพิ�ะเม่ื่�อ f'(x)>0 ห�อ่ f'(x)≥0 Þ ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่
(1) ฟังก์ำชััน f(x) ม้ื่ค่ื�สุ้ดขด้สั้มื่พัิทธ์ท้์� x=a Þ f'(a)=0

ส้ำ�ห�บัฟังก์ำชััน f(x) เฉพิ�ะเม่ื่�อ f'(x)<0 ห�อ่ f'(x)≤0 Þ ฟังก์ำชัันล้ด

x … -1 … 3 …
f'(x) + 0 - 0 +

f(x) ↗ 5 ↘ -27 ↗
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ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ((22))ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะค่ื�สู้งสุ้ด/ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ข์องฟังก์ำชััน 
แคลคลัูสเชิงอนุพันธแ์ละแคลคลัูสเชิงปรพัินธ:์ การเพิม่/การลด�งก์ชันและค่าสดุขดีสัมพัทธข์อง�งก์ชันแคลคลัูสเชิงอนุพันธแ์ละแคลคลัูสเชิงปรพัินธ:์ การเพิม่/การลด�งก์ชันและค่าสดุขดีสัมพัทธข์อง�งก์ชัน
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check

กด w เลืือก [Table (ตาราง)] กด | จากนั้้�นจึงึล้า้งข้อ้มูลูก่อ่นหน้้าโดยการกด W

กด I เลืือก [Define f(x)/g(x) (กำำ�หนดค่่า f(x)/g(x))] กด | 
เลืือก [Define f(x) (กำำ�หนดค่่า f(x))] กด | หลังัจากป้อน f(x)=x x x3 23 9- -                      
กด B

กด I เลืือก [Table Range (ช่่วงตาราง)] กด | หลังัจาก
ป้อน [Start (เริ่่�มต้้น):-2, End (ส้ิ้�นสุุด):5, Step (ข้ั้�น):1] แล้ว้ 
ให้้เลืือก [Execute (ดำำ�เนิินการ)] แล้ว้กด B

กด q[ สแกนคิิวอาร์์โค้้ดเพ่ื่�อแสดงกราฟ

	 	 โดยกำำ�หนดฟังก์ชั์ัน f x x x( )= + −3 4                              จงพิิสูจูน์์ว่า่ค่่าของ f(x) เพิ่่�มขึ้้�นเสมอสำำ�หรับัพิิสััยของ x ทั้้�งหมด
[การพิสูจูน์์]

′ = +f x x( ) 3 12

เน่ื่�องจากค่่าทั้้�งหมดของ x, x 2  ≥0 แล้ว้จาก 3 12x +           ≥1>0 เราจะได้้ f'(x)>0

ดัังนั้้�น เม่ื่�อกำำ�หนดฟังก์ชั์ัน f x x x( )= + −3 4                              ค่่าของ f(x) จึงึเพิ่่�มขึ้้�นเสมอสำำ�หรับัพิิสััยของ x ทั้้�งหมด
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	 	 จงพิื่จาร้ณาค่่าของค่่าค่งที่�	a	แล้ะ	b	เพ่ื่�อท่ำาใหฟังกชั์้น	 f x x ax b( )= − + +3																																		มีื่ค่่าสงูสดุูสัมื่พัื่ท่ธ์ที์่�	4	เม่ื่�อ	x=1

	 	 โดูยกำาหนดูฟังกชั์้น	 f x x x( )= + +2 5 73																																		จงพิื่สจูน์ว่า่ค่่าของ	f(x)	เพิื่�มื่ขึ�นเสมื่อสำาหริบัพิื่สัยของ	x	ทั่�งหมื่ดู

ฟังก์ำชััน f(x) ม้ื่ค่ื�สู้งสุ้ดสั้มื่พัิทธ์ท้์� 4 เม่ื่�อ 
x=1 ดังนั�นเร�จะได้ f'(1)=0 แล้ะ f(1)=4
′ = − ⋅ + = =f a a( ) ,1 3 1 0 32  …( i )
f a b a b( ) ,1 1 1 4 53=− + ⋅ + = + =  …(ii)

จ�กำกำ�รแก้ำโจทย์ู่ ( i ) แล้ะ (ii) เร�จะได้ a=3

แล้ะ b=2

ต่ำ�ร�งแส้ดงฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ล้ดแล้ะกำร�ฟ
แส้ดงอยูู่่ท�งด้�นขว่�

a=3, b=2

กำด w เล่้อกำ [Table (ตาราง)] กำด | จ�กำนั�นจงึล้้�งขอ้มูื่ล้ก่ำอนหน้�โดยู่กำ�รกำด W
กำด I เล่้อกำ [Define f(x)/g(x) (กำำาหนดค่่า f(x)/g(x))] กำด | เล่้อกำ 
[Define f(x) (กำำาหนดค่่า f(x))] กำด | หลั้งจ�กำป้อน f(x)=− + +x x3 3 2                         กำด B
กำด I เล่้อกำ [Table Range (ช่่วงตาราง)] กำด | หลั้งจ�กำป้อน 
[Start (เร่�มต้น):-3, End (ส้ิ้�นสุิ้ด):3, Step (ข้ั้�น):1] แล้้ว่ ให้เล่้อกำ 
[Execute (ดำาเนินกำาร)] แล้้ว่กำด B
กำด q[ ส้แกำนค้่วอาร์โค้่ดเพ่ิ�อแส้ดงกำร�ฟ

′ = − +f x x a( ) 3 2
x … -1 … 1 …

f'(x) - 0 + 0 -

f(x) ↘ 0 ↗ 4 ↘

O

4

1-1 X

Y

[กำ�รพิิสู้จน์]
′ = +f x x( ) 6 52

เน่�องจ�กำ x 2  ≥0 ส้ำ�ห�บัค่ื�ทั�งหมื่ดของ x จ�กำ 6 52x +            ≥5>0 เร�จะได้ 
f'(x)>0

ดังนั�น เม่ื่�อกำำ�หนดฟังก์ำชััน f x x x( )= + +2 5 73                                       ค่ื�ของ f(x) จงึเพิิ�มื่
ขึ�นเส้มื่อส้ำ�ห�บัพิิสั้ยู่ของ x ทั�งหมื่ด
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ค่ื�สู้งสุ้ด/ค่ื�ต่ำำ��สุ้ดของฟังก์ำชััน
ค่่าสงูสดุูแล้ะค่่าตำ�าสดุูของฟังกชั์้น	f(x)	ตามื่ที่�นิยามื่โดูย	a≤x≤b	อาจไม่ื่
เท่่ากบัค่่าสงูสดุูสัมื่พัื่ท่ธ์แ์ล้ะค่่าตำ�าสดุูสัมื่พัื่ท่ธ์เ์สมื่อไป็
ค่่าสงูสดุูแล้ะค่่าตำ�าสดุูค่่อค่่าสงูสดุูแล้ะค่่าตำ�าสดุูเม่ื่�อพิื่จาร้ณาทั่�งโดูเมื่น
ค่่าสงูสดุูสัมื่พัื่ท่ธ์แ์ล้ะค่่าตำ�าสดุูสัมื่พัื่ท่ธ์ค่์่อค่่าสงูสดุูแล้ะค่่าตำ�าสดุูตามื่
ล้ำาดัูบภายในพิื่สัยที่�ใกล้ก้บัจดุูเหล้า่นั�นในร้ะยะที่�เหมื่าะสมื่
ดัูงนั�น	หากต้องการ้หาค่่าสงูสดุูแล้ะค่่าตำ�าสดุู	เร้าต้องพิื่จาร้ณาตัว่แป็ร้
ต่าง	ๆ	ต่อไป็นี�

		 จงแก้โจท่ยเ์กี�ยว่กบัฟังกชั์้น	y x x= +3 23																					ดัูงต่อไป็นี�
(1)	 หาค่่าสงูสดุูแล้ะค่่าตำ�าสดุูสำาหริบั	-3≤x≤1

จาก	 ′ = +y x x3 62																							เร้าจะไดู้	 3 6 0 3 2 0 0 22x x x x x+ = + = = −, ( ) , ,

ตาร้างแสดูงฟังกชั์้นเพิื่�มื่/ล้ดูแล้ะกร้าฟแสดูงอยูท่่างดู้านขว่า
เม่ื่�อ	x=-2	ค่่าสงูสดุูสัมื่พัื่ท่ธ์ค่์่อ	4	ซึึ่�งเป็็นค่่าสงูสดุูดู้ว่ย
เม่ื่�อ	x=0	ค่่าตำ�าสดุูสัมื่พัื่ท่ธ์ค่์่อ	0	ซึึ่�งเป็็นค่่าตำ�าสดุูดู้ว่ย
เม่ื่�อ	x=-3	ค่่าตำ�าสดุูค่่อ	0
เม่ื่�อ	x=1	ค่่าสงูสดุูค่่อ	4

เม่ื่�อ x=-2 ห�อ่ 1 ค่ื�สู้งสุ้ดค่ือ 4
แล้ะเม่ื่�อ x=-3 ห�อ่ 0 ค่ื�ต่ำำ��สุ้ดค่ือ 0

check

กดู	w	เล้อ่ก	[Table (ตาราง)]	กดู	|	จากนั�นจงึล้า้งขอ้มื่ลู้กอ่นหน้าโดูยการ้กดู	W
กดู	I	เล้อ่ก	[Define f(x)/g(x) (กำำาหนดค่่า f(x)/g(x))]	กดู	|	เล้อ่ก	
[Define f(x) (กำำาหนดค่่า f(x))]	กดู	|	หล้งัจากป้อน	f(x)=x x3 23+														แล้ว้่	
ให้กดู	B
กดู	I	เล้อ่ก	[Table Range (ช่่วงตาราง)]	กดู	|	หล้งัจากป้อน	
[Start (เร่�มต้น):-3,	End (ส้ิ้�นสุิ้ด):1,	Step (ข้ั้�น):1]	แล้ว้่	ให้เล้อ่ก	
[Execute (ดำาเนินกำาร)]	แล้ว้่กดู	B
กดู	q[	สแกนค้่วอาร์โค้่ดเพ่ื่�อแสดูงกร้าฟ

การทําความเขา้ใจค่าสงูสดุและค่าตํา่สดุของ�งก์ชันภายในพิสัยท่ีกําหนด

O Xa b

Y

f (a )

f (b )
ค่่าสงูสดุูสัมื่พัื่ท่ธ์์

ค่่าตำ�าสดุูสัมื่พัื่ท่ธ์	์/	
ค่าตํ�าสดุ

ค่าสงูสดุ

(2) ว่�ดต่ำ�ร�งแส้ดงฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ล้ดแล้ะกำร�ฟ
(3) เป็�ยู้่บเท้ยู่บค่ื�จ�กำป็ล้�ยู่ทั�งส้องข�้งของโดเมื่นแล้ะค่ื�
สู้งสุ้ด เพ่ิ�อห�ค่ื�สู้งสุ้ดแล้ะค่ื�ต่ำำ��สุ้ด

(1) ห�อนุพัินธ์ ์f'(x) เพ่ิ�อแก้ำโจทย์ู่ f'(x)=0

x -3 … -2 … 0 … 1

y' + 0 - 0 +

y 0 ↗ 4 ↘ 0 ↗ 4

O 1

4

-2-3 X

Y

ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ((11))ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง 
แคลคลัูสเชิงอนุพันธแ์ละแคลคลัูสเชิงปรพัินธ:์ การเพิม่/การลด�งก์ชันและค่าสดุขดีสัมพัทธข์อง�งก์ชันแคลคลัูสเชิงอนุพันธแ์ละแคลคลัูสเชิงปรพัินธ:์ การเพิม่/การลด�งก์ชันและค่าสดุขดีสัมพัทธข์อง�งก์ชัน
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(2)	 หาค่่าสงูสดุูแล้ะค่่าตำ�าสดุูสำาหริบั	-4≤x≤2

จาก	 ′ = +y x x3 62																							เร้าจะไดู้	 3 6 0 3 2 0 0 22x x x x x+ = + = = −, ( ) , ,

ตาร้างแสดูงฟังกชั์้นเพิื่�มื่/ล้ดูแล้ะกร้าฟแสดูงอยูท่่างดู้านขว่า
เม่ื่�อ	x=-2	ค่่าสงูสดุูสัมื่พัื่ท่ธ์ค่์่อ	4
เม่ื่�อ	x=0	ค่่าตำ�าสดุูสัมื่พัื่ท่ธ์ค่์่อ	0
เม่ื่�อ	x=-4	ค่่าตำ�าสดุูค่่อ	-16

เม่ื่�อ	x=2	ค่่าสงูสดุูค่่อ	20

เม่ื่�อ x=2 ค่ื�สู้งสุ้ดค่ือ 20
แล้ะเม่ื่�อ x=-4 ค่ื�ต่ำำ��สุ้ดค่ือ -16

check

กดู	w	เล้อ่ก	[Table (ตาราง)]	กดู	|	จากนั�นจงึล้า้งขอ้มื่ลู้กอ้นหน้าโดูย
การ้กดู	W

กดู	I	เล้อ่ก	[Define f(x)/g(x) (กำำาหนดค่่า f(x)/g(x))]	กดู	|	เล้อ่ก	
[Define f(x) (กำำาหนดค่่า f(x))]	กดู	|	หล้งัจากป้อน	f(x)=x x3 23+														กดู	B

กดู	I	เล้อ่ก	[Table Range (ช่่วงตาราง)]	กดู	|	หล้งัจาก
ป้อน	[Start (เร่�มต้น):-4,	End (ส้ิ้�นสุิ้ด):2,	Step (ข้ั้�น):1]	แล้ว้่	
ให้เล้อ่ก	[Execute (ดำาเนินกำาร)]	แล้ว้่กดู	B

กดู	q[	สแกนค้่วอาร์โค้่ดเพ่ื่�อแสดูงกร้าฟ

		 จงแก้โจท่ยเ์กี�ยว่กบัฟังกชั์้น	y x x= − +2 33 2																										ดัูงต่อไป็นี�
(1)	 หาค่่าสงูสดุูแล้ะค่่าตำ�าสดุูสำาหริบั	0≤x≤1

x -4 … -2 … 0 … 2

y' + 0 - 0 +

y -16 ↗ 4 ↘ 0 ↗ 20

O 2

4

20

-2

-16

-4
X

Y

จ�กำ ′ = − +y x x6 62                               เร�จะได้ − + = − − = =6 6 0 6 1 0 0 12x x x x x, ( ) , ,

ต่ำ�ร�งแส้ดงฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ล้ดแล้ะกำร�ฟแส้ดงอยูู่่
ท�งด้�นขว่�
เม่ื่�อ x=0 ค่ื�ต่ำำ��สุ้ดสั้มื่พัิทธ์ค่์ือ 0 ซึึ่�งเป็็นค่ื�ต่ำำ��สุ้ด
ด้ว่ยู่
เม่ื่�อ x=1 ค่ื�สู้งสุ้ดสั้มื่พัิทธ์ค่์ือ 1 ซึึ่�งเป็็นค่ื�สู้งสุ้ด
ด้ว่ยู่

เม่ื่�อ x=1 ค่ื�สู้งสุ้ดค่ือ 1 แล้ะ
เม่ื่�อ x=0 ค่ื�ต่ำำ��สุ้ดค่ือ 0

x … 0 … 1 …
y' - 0 + 0 -

y ↘ 0 ↗ 1 ↘

O 1

1

X

Y
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(2)	 หาค่่าสูงูสุดุและค่่าต่ำำ��สุดุสำำ�หรับั -1≤x≤2

จาก ′ = − +y x x6 62                               เราจะได้้ − + = − − = =6 6 0 6 1 0 0 12x x x x x, ( ) , ,

ตารางแสดงฟังก์์ชัันเพิ่่�ม/ลดและกราฟ
แสดงอยู่่�ทางด้้านขวา
เม่ื่�อ x=0 ค่่าต่ำำ��สุุดสััมพัทธ์คื์ือ 0
เม่ื่�อ x=1 ค่่าสูงสุุดสััมพัทธ์คื์ือ 1
เม่ื่�อ x=-1 ค่่าสูงสุุดคืือ 5
เม่ื่�อ x=2 ค่่าต่ำำ��สุุดคืือ -4

เม่ื่�อ x=-1 ค่่าสูงสุุดคืือ 5 และ
เม่ื่�อ x=2 ค่่าต่ำำ��สุุดคืือ -4

กด w เลืือก [Table (ตาราง)] กด | จากนั้้�นจึงึล้้างข้อ้มููลก่อนหน้้าโดยการกด W
กด I เลืือก [Define f(x)/g(x) (กำำ�หนดค่่า f(x)/g(x))] กด | เลืือก  
[Define f(x) (กำำ�หนดค่่า f(x))] กด | หลัังจากป้อน f(x)=− +2 33 2x x                      กด B
กด I เลืือก [Table Range (ช่่วงตาราง)] กด | หลัังจากป้อน  
[Start (เร่ิ่�มต้้น):-1, End (ส้ิ้�นสุุด):2, Step (ข้ั้�น):1] แล้้ว ให้้เลืือก  
[Execute (ดำำ�เนิินการ)] แล้้วกด B
กด q[ สแกนคิิวอาร์์โค้้ดเพ่ื่�อแสดงกราฟ

x -1 … 0 … 1 … 2

y' - 0 + 0 -

y 5 ↘ 0 ↗ 1 ↘ -4

O
2

1

1

-4

-1

5

X

Y
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จำ�นว่นคืำ�ต่ำอบของจำ�นว่นจ�งิในส้มื่กำ�ร
จำานว่นค่ำาตอบของจำานว่นจริงิในสมื่การ้	f(x)=0	ค่่อพิื่กดัู	x	ที่�มีื่จดุูตัดูบนแกน	x	ของกร้าฟฟังกชั์้น	y=f(x)	โดูย
การ้พิื่จาร้ณาว่า่ฟังกชั์้น	y=f(x)	เพิื่�มื่ขึ�นแล้ะล้ดูล้งอย่างไร้	ร้ว่มื่ถงึการ้ว่าดูกร้าฟ	เร้าสามื่าร้ถหาจำานว่นค่ำาตอบของ
จำานว่นจริงิในสมื่การ้	f(x)=0	ไดู้

		 หาจำานว่นค่ำาตอบของจำานว่นจริงิที่�แตกต่างกนัในสมื่การ้	x x3 3 1 0− + =

สำาหริบัฟังกชั์้น	y x x= − +3 3 1																										เร้าจะไดู้	 ′ = − = − +y x x x3 3 3 1 12 ( )( )

เม่ื่�อ	y'=0	เร้าจะไดู้	x=±1

ตาร้างแสดูงฟังกชั์้นเพิื่�มื่/ล้ดูแล้ะกร้าฟแสดูงอยูท่่างดู้านขว่า
ดัูงนั�น	จำานว่นค่ำาตอบของจำานว่นจริงิค่่อ	3

3

check

กดู	w	เล้อ่ก	[Table (ตาราง)]	กดู	|	จากนั�นจงึล้า้งขอ้มื่ลู้กอ่นหน้าโดูยการ้กดู	W
กดู	I	เล้อ่ก	[Define f(x)/g(x) (กำำาหนดค่่า f(x)/g(x))]	กดู	|	เล้อ่ก	
[Define f(x) (กำำาหนดค่่า f(x))]	กดู	|	หล้งัจากป้อน	
f(x)=x x3 3 1− +																		แล้ว้่	ให้กดู	B
กดู	I	เล้อ่ก	[Table Range (ช่่วงตาราง)]	กดู	|	หล้งัจากป้อน	
[Start (เร่�มต้น):-3,	End (ส้ิ้�นสุิ้ด):3,	Step (ข้ั้�น):1]	แล้ว้่	ให้เล้อ่ก	
[Execute (ดำาเนินกำาร)]	แล้ว้่กดู	B
กดู	q[	สแกนค้่วอาร์โค้่ดเพ่ื่�อแสดูงกร้าฟ

การทําความเขา้ใจวธิใีช้กราฟเพ่ือหาจาํนวนคําตอบของจาํนวนจรงิในสมการ

(จำ�นว่นคืำ�ต่ำอบของจำ�นว่นจ�งิในส้มื่กำ�ร f(x)=0)
Û  (กำร�ฟของฟังก์ำชััน y=f(x) แล้ะจำ�นว่นของจดุตั่ำดบนแกำน x)

จำานว่นค่ำาตอบของจำานว่นจริงิใน	f(x)=0

O X

y=f (x )
Y

1

O X

y=f (x )
Y

2

O X

y=f (x )
Y

3

x … -1 … 1 …
y' + 0 - 0 +

y ↗ 3 ↘ -1 ↗

O 1

3

-1
-1 X

Y

ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ((22))ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง 
แคลคลัูสเชิงอนุพันธแ์ละแคลคลัูสเชิงปรพัินธ:์ การเพิม่/การลด�งก์ชันและค่าสดุขดีสัมพัทธข์อง�งก์ชันแคลคลัูสเชิงอนุพันธแ์ละแคลคลัูสเชิงปรพัินธ:์ การเพิม่/การลด�งก์ชันและค่าสดุขดีสัมพัทธข์อง�งก์ชัน
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		 หาจำานว่นค่ำาตอบของจำานว่นจริงิที่�แตกต่างกนัในสมื่การ้	x x3 26 2 0− + =

ส้ำ�ห�บัฟังก์ำชััน y x x= − +3 26 2                                เร�จะได้ ′ = − = −y x x x x3 12 3 42 ( )

เม่ื่�อ y'=0 เร�จะได้ x=0, 4
ต่ำ�ร�งแส้ดงฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ล้ดแล้ะกำร�ฟแส้ดงอยูู่่ท�ง
ด้�นขว่�
ดังนั�น จำ�นว่นคืำ�ต่ำอบของจำ�นว่นจ�งิค่ือ 3

3

กำด w เล่้อกำ [Table (ตาราง)] กำด | จ�กำนั�นจงึล้้�งขอ้มูื่ล้ก่ำอนหน้�โดยู่กำ�รกำด W
กำด I เล่้อกำ [Define f(x)/g(x) (กำำาหนดค่่า f(x)/g(x))] กำด | เล่้อกำ 
[Define f(x) (กำำ�หนดค่ื� f(x))] กำด | หลั้งจ�กำป้อน f(x)=x x3 26 2− +                        กำด B
กำด I เล่้อกำ [Table Range (ช่่วงตาราง)] กำด | หลั้งจ�กำป้อน 
[Start (เร่�มต้น):-2, End (ส้ิ้�นสุิ้ด):6, Step (ข้ั้�น):1] แล้้ว่ ให้เล่้อกำ 
[Execute (ดำาเนินกำาร)] แล้้ว่กำด B
กำด q[ ส้แกำนค้่วอาร์โค้่ดเพ่ิ�อแส้ดงกำร�ฟ

x … 0 … 4 …
y' + 0 - 0 +

y ↗ 2 ↘ -30 ↗

O
42

-30

X

Y
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กำ�รพิิสู้จน์อส้มื่กำ�รของฟังก์ำชัันกำำ�ลั้งส้�มื่
เร้าสามื่าร้ถพิื่สจูน์อสมื่การ้	f(x)≥g(x) (x≥a)	ดู้ว่ยว่ธิ์ต่ีอไป็นี�	โดูยการ้กำาหนดูการ้เพิื่�มื่แล้ะการ้ล้ดูของฟังกชั์้น	ใช้้
สมื่บัติของ	f(x)≥g(x)Ûf(x)-g(x)≥0	เพ่ื่�อพิื่จาร้ณาการ้เพิื่�มื่แล้ะการ้ล้ดูของฟังกชั์้น	f(x)-g(x)	ที่�	x≥a	เพ่ื่�อแสดูงว่า่ค่่า
ตำ�าสดุูค่่อ	≥ 0

		 หาก	x≥1	จากนั�นให้พิื่สจูน์อสมื่การ้	x x3 9+												≥ 6 2x					แล้ะแก้โจท่ยเ์ม่ื่�อเค่ริ่�องหมื่ายสมื่การ้เป็็นจริงิ
[การ้พิื่สจูน์]

โดูยกำาหนดูให้	f(x)=x x x3 26 9− +																						เร้าจะไดู้	
′ = − + = − −f x x x x x( ) ( )( )3 12 9 3 1 32

เม่ื่�อ	f'(x)=0	เร้าจะไดู้	x=1,	3
ตาร้างแสดูงฟังกชั์้นเพิื่�มื่/ล้ดูแล้ะกร้าฟแสดูงอยูท่่างดู้านขว่า
ดัูงนั�น	เม่ื่�อ	x≥1	แล้ว้่	f(x)	มีื่ค่่าตำ�าสดุูของ	0	ที่�	x=3

ดัูงนั�น	เม่ื่�อ	x≥1	แล้ว้่	f(x)≥0	กจ็ะไดู้	x x x3 26 9− +																						≥0

เร้าจะไดู้	x x3 9+												≥ 6 2x					โดูยเฉพื่าะ
นอกจากนี�	เค่ริ่�องหมื่ายสมื่การ้จะเป็็นจริงิเม่ื่�อ	x=3

check

กดู	w	เล้อ่ก	[Table (ตาราง)]	กดู	|	จากนั�นจงึล้า้งขอ้มื่ลู้กอ่นหน้าโดูยการ้กดู	W

กดู	I	เล้อ่ก	[Define f(x)/g(x) (กำำาหนดค่่า f(x)/g(x))]	กดู	|	เล้อ่ก	
[Define f(x) (กำำาหนดค่่า f(x))]	กดู	|	หล้งัจากป้อน	f(x)=x x x3 26 9− +																							กดู	B

กดู	I	เล้อ่ก	[Table Range (ช่่วงตาราง)]	กดู	|	หล้งัจากป้อน	
[Start (เร่�มต้น):-1,	End (ส้ิ้�นสุิ้ด):5,	Step (ข้ั้�น):1]	แล้ว้่	ให้เล้อ่ก	
[Execute (ดำาเนินกำาร)]	แล้ว้่กดู	B

กดู	q[	สแกนค้่วอาร์โค้่ดเพ่ื่�อแสดูงกร้าฟ

การทําความเขา้ใจการพิสจูน์และวธิกีารพิสจูน์อสมการของ�งก์ชันกําลังสาม

กำ�รพิิสู้จน์ f(x)≥g(x)
F(x)=f(x)-g(x) ค่ื�ต่ำำ��สุ้ด ≥0

x 1 … 3 …
f'(x) 0 - 0 +

f(x) 4 ↘ 0 ↗

O 1 3

4

X

Y
y=f (x )

ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ((33))ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง ฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ฟังก์ำชัันล้ดแล้ะกำร�ฟท้�เก้ำ�ยู่ว่ขอ้ง 
แคลคลัูสเชิงอนุพันธแ์ละแคลคลัูสเชิงปรพัินธ:์ การเพิม่/การลด�งก์ชันและค่าสดุขดีสัมพัทธข์อง�งก์ชันแคลคลัูสเชิงอนุพันธแ์ละแคลคลัูสเชิงปรพัินธ:์ การเพิม่/การลด�งก์ชันและค่าสดุขดีสัมพัทธข์อง�งก์ชัน
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		 หาก	x≥-1	จากนั�นให้พิื่สจูน์อสมื่การ้	x 3 16+											≥12x					แล้ะแก้โจท่ยเ์ม่ื่�อเค่ริ่�องหมื่ายสมื่การ้เป็็นจริงิ

[กำ�รพิิสู้จน์]
โดยู่กำำ�หนดให้ f(x)=x x3 16 12+ −                          เร�จะได้ 
′ = − = − +f x x x x( ) ( )( )3 12 3 2 22

เม่ื่�อ f'(x)=0 เร�จะได้ x=±2
ต่ำ�ร�งแส้ดงฟังก์ำชัันเพิิ�มื่/ล้ดแล้ะกำร�ฟแส้ดง
อยูู่่ท�งด้�นขว่�
ดังนั�น เม่ื่�อ x≥-1 แล้้ว่ f(x) ม้ื่ค่ื�ต่ำำ��สุ้ดของ 0 ท้� 
x=2
ดังนั�น เม่ื่�อ x≥-1 แล้้ว่ f(x)≥0 ก็ำจะได้ 
x x3 16 12+ − ≥0
เร�จะได้ x 3 16+            ≥12x      โดยู่เฉพิ�ะ
นอกำจ�กำน้� เคื�่�องหมื่�ยู่ส้มื่กำ�รจะเป็็นจ�งิเม่ื่�อ x=2

กำด w เล่้อกำ [Table (ตาราง)] กำด | จ�กำนั�นจงึล้้�งขอ้มูื่ล้ก่ำอนหน้�โดยู่กำ�รกำด W
กำด I เล่้อกำ [Define f(x)/g(x) (กำำาหนดค่่า f(x)/g(x))] กำด | เล่้อกำ 
[Define f(x) (กำำาหนดค่่า f(x))] กำด | หลั้งจ�กำป้อน f(x)=x x3 12 16− +                          กำด B
กำด I เล่้อกำ [Table Range (ช่่วงตาราง)] กำด | หลั้งจ�กำป้อน 
[Start (เร่�มต้น):-3, End (ส้ิ้�นสุิ้ด):4, Step (ข้ั้�น):1] แล้้ว่ ให้เล่้อกำ 
[Execute (ดำาเนินกำาร)] แล้้ว่กำด B
กำด q[ ส้แกำนค้่วอาร์โค้่ดเพ่ิ�อแส้ดงกำร�ฟ

x -1 … 2 …
f'(x) - - 0 +

f(x) 27 ↘ 0 ↗

O 2

27

-1 X

Y



5-6-3-1p1

ป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำ
สำาหริบัฟังกชั์้น	f(x)	การ้หาอนพัุื่นธ์	์f(x)	ของฟังกชั์้น	F(x)	ซึึ่�งจะเริยีกว่า่ปฏิยานุพัน�ข์อง	f(x)	ซึึ่�งกค่็่อ	F'(x)=f(x)

( ) ,( ) ,( )x x x x x x3 2 3 2 3 23 5 3 8 3′ = + ′ = − ′ =																																																																							เพ่ื่�อท่ำาให้	x x x3 3 35 8, ,+ −																											เป็็นป็ฏยิานพัุื่นธ์ข์อง	 3 2x

ดัูงนั�น	จงึมีื่จำานว่นอนันต์ของป็ฏิยานพัุื่นธ์ส์ำาหริบั	f(x)	แล้ะผล้ต่างเดีูยว่ค่่อค่่าค่งที่�
โดูยกำาหนดูให้	F(x)	ค่่อ	1	ของป็ฏิยานพัุื่นธ์ข์องฟังกชั์้น	f(x)	แล้ว้่	F(x)+C (โดูยที่�	C	ค่่อค่่าค่งที่�)	นั�นเขยีนในร้ปู็	
f x dx( )ò																		ซึึ่�งเร้าจะเริยีกว่า่ป�พัิน�์ไม่จาํกัดเขตของ	f(x)

การ้หาป็ริพัิื่นธ์์ไม่ื่จำากดัูเขต	 f x dx( )ò																	ของฟังกชั์้น	f(x)	เริยีกว่า่การหาป�พัิน�	์แล้ะค่่าค่งตัว่	C	เริยีกว่า่ค่าคงตัวใด ๆ

3 2 3x dx x C∫ = +																														 (C	ค่่อค่่าค่งตัว่ใดู	ๆ)

		 จงแก้โจท่ยต่์อไป็นี�
(1)	 เล้อ่กค่ำาตอบทั่�งหมื่ดูจาก	(a)	ถงึ	(e)	ที่�เป็็นป็ฏยิานพัุื่นธ์ข์องฟังกชั์้น	2x	ต่อไป็นี�

(a) x 2 	 	 	 (b) 2 2x 	 	 	 (c) x 2 9- 	 	 	 (d) 2	 	 	 (e) x 2
1

2
+
  

( ) ,( ) ,( ) ,( ) ,x x x x x x x2 2 2 22 2 4 9 2 2 0
1

2
′ = ′ = − ′ = ′ = +











′
=

  
22x

ฟังกชั์้นทั่�งหมื่ดูที่�หาอนพัุื่นธ์์ไดู้เป็็น	2x	ค่่อป็ฏยิานพัุื่นธ์ข์องฟังกชั์้น	2x
(a), (c), (e)

(2)	 ใช้้	( )x x4 34′ =																		เพ่ื่�อหา	 4 3x dxò
เน่�องจาก	 ′ = ⇔ = +∫F x f x f x dx F x C( ) ( ) ( ) ( )																																																																	เร้าจะไดู้	 4 3 4x dx x C∫ = +																															(C	ค่่อค่่าค่งตัว่ใดู	ๆ)

x C4 +             (C ค่ือค่ื�คืงตั่ำว่ใด ๆ)
(3)	 หาป็ริพัิื่นธ์ข์องฟังกชั์้น	f(x)=x

จาก	 1
2

2

  
x x











′
=																			เน่�องจาก	 1

2
2

  
x							ค่่อป็ฏิยานพัุื่นธ์	์1	ฟังกชั์้นของ	x	เร้าจะไดู้	 xdx x C∫ = +

1

2
2

  
																															(C	ค่่อค่่าค่งตัว่

ใดู	ๆ)
1
2

2

  x C+                 (C ค่ือค่ื�คืงตั่ำว่ใด ๆ)

การทําความเขา้ใจปรพัินธ์ไม่จาํกัดเขต

′ = ⇔ = +∫F x f x f x dx F x C( ) ( ) ( ) ( ) การหาปรพัินธแ์ละการหา
อนุพันธคื์อการดําเนินการท่ีตรง
ขา้มกัน

การหาปรพัินธ์

การหาอนุพันธ์
3 2x x C3 +

ป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำ
แคลคลัูสเชิงอนุพันธแ์ละแคลคลัูสเชิงปรพัินธ:์ แคลคลัูสเชิงปรพัินธ์แคลคลัูสเชิงอนุพันธแ์ละแคลคลัูสเชิงปรพัินธ:์ แคลคลัูสเชิงปรพัินธ์



5-6-3-1p2

		 จงแก้โจท่ยต่์อไป็นี�
(1)	 เล้อ่กค่ำาตอบทั่�งหมื่ดูจาก	(a)	ถงึ	(e)	ที่�เป็็นป็ฏยิานพัุื่นธ์ข์องฟังกชั์้น	 5 4x					ต่อไป็นี�

(a) 5 5x 	 	 	 (b) x 5 	 	 	 (c) 20 3x 	 	 	 (d) x 5 3+ 	 	 	 (e) x 5
4

5
-
  

(2)	 ใช้้	 1
3

3 2

  
x x











′
=																					เพ่ื่�อหา	 x dx2ò

(3)	 หาป็ริพัิื่นธ์ข์องฟังกชั์้น	f(x)=x 3

ฟังก์ำชัันทั�งหมื่ดท้�ห�อนุพัินธ์์ ได้เป็็น 5 4x      ค่ือป็ฏิยู่�นุพัินธ์ข์องฟังก์ำชััน 5 4x
(b), (d), (e)

( ) , ( ) , ( ) , ( ) ,5 25 5 20 60 3 5
4
5

5 4 5 4 3 2 5 4 5x x x x x x x x x′ = ′ = ′ = + ′ = −



   






′
= 5 4x

เน่�องจ�กำ ′ = ⇔ = +∫F x f x f x dx F x C( ) ( ) ( ) ( )                                                                               เร�จะได้ x dx x C2 31
3∫ = +
  

                                       

(C ค่ือค่ื�คืงตั่ำว่ใด ๆ)
1
3

3

  
x C+                 (C ค่ือค่ื�คืงตั่ำว่ใด ๆ)

จ�กำ 1
4

4 3

  x x










′
=                        เน่�องจ�กำ 1

4
4

  x
        ค่ือป็ฏิยู่�นุพัินธ์ ์1 ฟังก์ำชัันของ x 3    เร�จะได้ 

x dx x C3 1
4

4∫ = +
  

                                       (C ค่ือค่ื�คืงตั่ำว่ใด ๆ)
1
4

4

  
x C+                 (C ค่ือค่ื�คืงตั่ำว่ใด ๆ)



5-6-3-2p1

ว่ธิ์ก้ำ�รห�ป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำ

จาก	( ) , , ,x x x x x′ =










′
=










′
=1

1

2

1

3
2 3 2

    
																																																												สมื่การ้ต่อไป็นี�จะเป็็นจริงิเม่ื่�อ	n	ค่่อจำานว่นเต็มื่ที่�มื่ากกว่า่	0	แล้ะ	C	ค่่า

ค่งตัว่

ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำ
สมื่การ้ต่อไป็นี�เป็็นจริงิสำาหริบัป็ริพัิื่นธ์์ไม่ื่จำากดัูเขตของตัว่ป็ร้ะกอบค่งที่�	ผล้ร้ว่มื่	แล้ะผล้ต่างของฟังกชั์้น

explanation

โดูยกำาหนดูให้ป็ฏิยานพัุื่นธ์ข์องฟังกชั์้น	f(x)	แล้ะ	g(x)	เป็็น	F(x)	แล้ะ	G(x)	ตามื่ล้ำาดัูบ	แล้ว้่เร้าจะไดู้	F'(x)=f(x)	แล้ะ	
G'(x)=g(x)

(1)	 กำาหนดูให้	k	ค่่อค่่าค่งตัว่	แล้ว้่เร้าจะไดู้	{kF(x)}'=kF'(x)=kf(x)

(2)	 เร้าจะไดู้	{F(x)+G(x)}'=F'(x)+G'(x)=f(x)+g(x)

(3)	 เร้าจะไดู้	{F(x)-G(x)}'=F'(x)-G'(x)=f(x)-g(x)

การทําความเขา้ใจสมบัติต่าง ๆ ของปรพัินธ์ไม่จาํกัดเขตและวธิกีารคํานวณปรพัินธ์ไม่จาํกัดเขต

x dx
n

x Cn n∫ =
+

++1
1

1 เม่ือ n=0 เราจะได้ 1ò dx           แต่มักจะ
เขยีนโดยไม่มี 1 ซ่ึงจะเขยีนเป็น dxò
นอกจากน้ี C ยังเรยีกวา่ค่าคงตัวใด ๆ 
แต่มักจะไม่เขยีน

(1) kf x dx k f x dx( ) ( )∫ ∫=                                                   (k ค่ือค่ื�คืงตั่ำว่)

(2) { ( ) ( )} ( ) ( )f x g x dx f x dx g x dx+ = +∫ ∫ ∫
(3) { ( ) ( )} ( ) ( )f x g x dx f x dx g x dx− = −∫ ∫ ∫

ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์์ ไม่ื่จำ�กัำดเขต่ำ
แคลคลัูสเชิงอนุพันธแ์ละแคลคลัูสเชิงปรพัินธ:์ แคลคลัูสเชิงปรพัินธ์แคลคลัูสเชิงอนุพันธแ์ละแคลคลัูสเชิงปรพัินธ:์ แคลคลัูสเชิงปรพัินธ์



5-6-3-2p2

	 	 หาปริพัิันธ์์ไม่่จำำ�กัดัเขตต่่อไปนี้้�
(1)	 x dx2ò 	 (2)	 x dx3ò
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(3)	 1ò dx

	 x C+

	 	 จงแก้้โจทย์ต่์่อไปนี้้�
(1)	 หา ( )5 7 3 43 2x x x dx− + −∫

ค่่าคงตััวใด ๆ จะเขียีนเป็็น +C โดยไม่่แยกกันัสำำ�หรับัแต่่ละพจน์์ แต่่จะเขียีนเป็็น 1
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(2)	 หา ( )12 6 52t dtt− +∫

สูตูรนี้้�ยังัใช้้กับัตััวแปรอื่่�นที่่� ไม่่ใช่่ x
� 4 3 53 2t t t C− + +

(3)	 หาฟังก์ชั์ัน F(x) ที่่�ตรงกับัเงื่่�อนไข F'(x)=8x-3 และ F(-1)=5

F x x dx x x C x x C( ) ( )= − = ⋅ − ⋅ + = − +∫ 8 3 8
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2
3 4 32 2

  
จาก F C( ) ( ) ( )− = ⋅ − − ⋅ − + =1 4 1 3 1 52                                                           เราจะได้้ 7 5 2+ = = −C C,

ดัังนั้้�น เราจึงึได้้ F x x x( )= − −4 3 22
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5-6-3-2p3

	 	 หาป็ริพัิื่นธ์์ไม่ื่จำากดัูเขตต่อไป็นี�

(1) x dx4ò (2) xdxò
	 	

	 	 จงแก้โจท่ยต่์อไป็นี�
(1)	 หา	 ( )3 4 12x x dx+ −∫

(2)	 หา	 t dtt2 1
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(3)	 หาฟังกชั์้น	F(x)	ที่�ตร้งกบัเง่�อนไข	F'(x)=6x-5	แล้ะ	F(2)=3
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จ�กำ F C( )2 3 2 5 2 32= ⋅ − ⋅ + =                                                     เร�จะได้ 2 3 1+ = =C C,
ดังนั�น เร�จงึได้ F x x x( )= − +3 5 12

F x x x( )= − +3 5 12



5-6-3-3p1

ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำ
โดูยกำาหนดูให้	F(x)	ค่่อค่่า	1	ของป็ฏิยานพัุื่นธ์ข์องฟังกชั์้น	f(x)	เร้าจงึกล้า่ว่ไดู้ว่า่	F(b)-F(a)	สำาหริบัจำานว่นจริงิ	2	ตัว่	
a	แล้ะ	b	ค่่อป�พัิน�จ์าํกัดเขตของ	f(x)	จาก	a	ถงึ	b	ซึึ่�งจะแสดูงดัูงต่อไป็นี�

ในส่ว่นนี�	เร้ากล้า่ว่ไดู้ว่า่	a	แล้ะ	b	ค่่อขอบล่างแล้ะขอบบนตามื่ล้ำาดัูบ	แล้ะการ้หาป็ริพัิื่นธ์จ์ำากดัูเขตนี�เริยีกว่า่
การหาป�พัิน�ข์อง�งก์ชัน f(x) จาก a ถึง b
นอกจากนี�	เน่�องจาก	 [ ( ) ] { ( ) } { ( ) } ( ) ( )F x C F b C F a C F b F aa

b+ = + − + = −																																																																																													ค่่าค่งตัว่ใดู	ๆ	C ไม่ื่จำาเป็็นต้องอยู่
ในป็ริพัิื่นธ์จ์ำากดัูเขต

ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำ
สมื่การ้ต่อไป็นี�เป็็นจริงิสำาหริบัป็ริพัิื่นธ์จ์ำากดัูเขตของผล้ค่ณูค่งที่�	ผล้ร้ว่มื่	แล้ะผล้ต่างของฟังกชั์้น

การทําความเขา้ใจสมบัติต่าง ๆ ของปรพัินธจ์าํกัดเขตและวธิกีารคํานวณปรพัินธจ์าํกัดเขต

เม่ื่�อ F'(x)=f(x) f x dx F x F b F a
a

b

a
b( ) [ ( )] ( ) ( )∫ = = −

(2) { ( ) ( )} ( ) ( )f x g x dx f x dx g x dx
a

b

a

b

a

b
+ = +∫ ∫ ∫

(1) kf x dx k f x dx
a

b

a

b
( ) ( )∫ ∫=                                                       (k ค่ือค่ื�คืงตั่ำว่)

(3) { ( ) ( )} ( ) ( )f x g x dx f x dx g x dx
a

b

a

b

a

b
− = −∫ ∫ ∫

(4) f x dx
a

a
( )∫ = 0

(5) f x dx f x dx
a

b

b

a
( ) ( )∫ ∫=−

(6) f x dx f x dx f x dx
a

b

a

c

c

b
( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫= +

(คืว่�มื่สั้มื่พัินธ์เ์ชังิขน�ดของ a, b แล้ะ c ไม่ื่ม้ื่ผัล้ต่่ำอกำ�รคืำ�นว่ณ)

ส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำส้มื่บัติ่ำต่่ำ�ง ๆ ของป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำ
แคลคลัูสเชิงอนุพันธแ์ละแคลคลัูสเชิงปรพัินธ:์ แคลคลัูสเชิงปรพัินธ์แคลคลัูสเชิงอนุพันธแ์ละแคลคลัูสเชิงปรพัินธ:์ แคลคลัูสเชิงปรพัินธ์



5-6-3-3p2

		 หาปริพัิันธ์จ์ำำ�กัดัเขตต่่อไปนี้้�
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ใช้้สมบัติิต่่าง ๆ จาก (1), (2) และ (3) สัมบัติิเหล่า่นี้้�เหมืือนกับัสมบัติิสำำ�หรับัปริพัิันธ์์ไม่่จำำ�กัดัเขต ดังนั้้�นจงหา
ปริพัิันธ์์ไม่่จำำ�กัดัเขต แล้ว้แทนที่่�ค่่าของ x และเริ่่ �มคำำ�นวณ
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　　　　　　　　 การคำำ�นวณนี้้�สามารถทำำ�ได้้โดยการแทนที่่�ค่่าของ x สำำ�หรับัแต่่ละพจน์์

check

กด w เลืือก [Calculate (คำำ�นวณ)] กด |

กด T เลืือก [Func Analysis (การวิิเคราะห์์ฟัังก์์ชััน)] กด | เลืือก [Integration (ปริิพัันธ์์) (ò)] กด |

บนหน้้าจอที่่�แสดงขึ้้�นมา คุณุสามารถป้อนฟังก์ชั์ัน รวมถึงึค่่าลิมิิิตบนและค่่าลิมิิิตล่า่งเพ่ื่�อหาปริพัิันธ์จ์ำำ�กัดัเขตได้้
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เน่ื่�องจากขอบบนและขอบล่า่งของปริพัิันธ์จ์ำำ�กัดัเขตนั้้�นเท่่ากันั เราสามารถใช้้สมบัติิจาก (3) เพ่ื่�อรวมเป็็น 1 ได้้
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ใช้้สมบัติิ (6) เพ่ื่�อรวมเป็็น 1
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5-6-3-3p3

		 หาป็ริพัิื่นธ์จ์ำากดัูเขตต่อไป็นี�
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5-6-3-4p1

ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะแคืล้คืลัู้ส้เชังิอนุพัินธ์์
เม่ื่�อ	a	ค่่อค่่าค่งตัว่	ป็ริพัิื่นธ์จ์ำากดัูเขต	 f t dt

a

x
( )ò															ค่่อฟังกชั์้นของขอบบน	x	เม่ื่�อหาอนพัุื่นธ์์โดูย	x	อนพัุื่นธ์จ์ะกล้าย

เป็็น	f(x)

explanation

โดูยกำาหนดูให้	F(t)	ค่่อ	1	ของป็ฏิยานพัุื่นธ์ข์องฟังกชั์้น	f(t)	แล้ว้่	F'(t)=f(t)

ดัูงนั�น	เร้าจงึไดู้	
d
dx

f t dt
d
dx
F t

d
dx
F x F a

a

x
a
x( ) [ ( )] { ( ) ( )}∫ = = −

เน่�องจาก	F(a)	เป็็นค่่าค่งที่�	เม่ื่�อหาอนพัุื่นธ์แ์ล้ว้่จะกล้ายเป็็น	0	ดัูงนั�น	เร้าจะไดู้	
d
dx
F x F a

d
dx
F x F x f x{ ( ) ( )} ( ) ( ) ( )− = = =′

ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำของฟังก์ำชัันคืู่แล้ะฟังก์ำชัันค้ื�
แล้ะเน่�องจาก	 f x x f x x( ) , ( ) ,= =2 4

																																							เร้ากล้า่ว่ไดู้ว่า่ฟังกชั์้น	f(x)	เพ่ื่�อจะไดู้	f(-x)=f(x)	เป็็นจริงิเสมื่อ	ค่่อ�งก์ชันคู่
แล้ะกร้าฟของฟังกชั์้นคู่่จะสมื่มื่าตร้กบัแกน	y
แล้ะเน่�องจาก	 f x x f x x( ) , ( ) ,= = 3

																																					เร้ากล้า่ว่ไดู้ว่า่ฟังกชั์้น	f(x)	เพ่ื่�อจะไดู้	f(-x)=f(x)	เป็็นจริงิเสมื่อ	ค่่อ�งก์ชันคี�
แล้ะกร้าฟของฟังกชั์้นคี่�จะสมื่มื่าตร้กบัจดุูกำาเนิดู
สมื่การ้ต่อไป็นี�เป็็นจริงิสำาหริบัป็ริพัิื่นธ์จ์ำากดัูเขตของฟังกชั์้นคู่่แล้ะฟังกชั์้นคี่�
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การทําความเขา้ใจความสัมพันธร์ะหวา่งปรพัินธจ์าํกัดเขตและแคลคลัูสเชิงอนุพันธ์

d
dx

f t dt f x
a

x
( ) ( )∫ =                                          (a ค่ือค่ื�คืงตั่ำว่)

f(x) ค่ือฟังก์ำชัันคืู่ Þ f x dx f x dx
a

a a
( ) ( )

−∫ ∫= 2 0

f(x) ค่ือฟังก์ำชัันค้ื� Þ f x dx
a

a
( )

−∫ = 0

ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะแคืล้คืลัู้ส้เชังิอนุพัินธ์์ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะแคืล้คืลัู้ส้เชังิอนุพัินธ์์ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะแคืล้คืลัู้ส้เชังิอนุพัินธ์์ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะแคืล้คืลัู้ส้เชังิอนุพัินธ์์ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะแคืล้คืลัู้ส้เชังิอนุพัินธ์์ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะแคืล้คืลัู้ส้เชังิอนุพัินธ์์ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะแคืล้คืลัู้ส้เชังิอนุพัินธ์์ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะแคืล้คืลัู้ส้เชังิอนุพัินธ์์ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะแคืล้คืลัู้ส้เชังิอนุพัินธ์์ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะแคืล้คืลัู้ส้เชังิอนุพัินธ์์ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะแคืล้คืลัู้ส้เชังิอนุพัินธ์์ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะแคืล้คืลัู้ส้เชังิอนุพัินธ์์ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะแคืล้คืลัู้ส้เชังิอนุพัินธ์์ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะแคืล้คืลัู้ส้เชังิอนุพัินธ์์ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะแคืล้คืลัู้ส้เชังิอนุพัินธ์์ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะแคืล้คืลัู้ส้เชังิอนุพัินธ์์ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะแคืล้คืลัู้ส้เชังิอนุพัินธ์์ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะแคืล้คืลัู้ส้เชังิอนุพัินธ์์ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะแคืล้คืลัู้ส้เชังิอนุพัินธ์์ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะแคืล้คืลัู้ส้เชังิอนุพัินธ์์ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะแคืล้คืลัู้ส้เชังิอนุพัินธ์์ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะแคืล้คืลัู้ส้เชังิอนุพัินธ์์ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะแคืล้คืลัู้ส้เชังิอนุพัินธ์์ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะแคืล้คืลัู้ส้เชังิอนุพัินธ์์ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะแคืล้คืลัู้ส้เชังิอนุพัินธ์์ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะแคืล้คืลัู้ส้เชังิอนุพัินธ์์ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะแคืล้คืลัู้ส้เชังิอนุพัินธ์์ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะแคืล้คืลัู้ส้เชังิอนุพัินธ์์ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะแคืล้คืลัู้ส้เชังิอนุพัินธ์์ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะแคืล้คืลัู้ส้เชังิอนุพัินธ์์ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะแคืล้คืลัู้ส้เชังิอนุพัินธ์์ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะแคืล้คืลัู้ส้เชังิอนุพัินธ์์ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะแคืล้คืลัู้ส้เชังิอนุพัินธ์์ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะแคืล้คืลัู้ส้เชังิอนุพัินธ์์ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะแคืล้คืลัู้ส้เชังิอนุพัินธ์์ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะแคืล้คืลัู้ส้เชังิอนุพัินธ์์ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะแคืล้คืลัู้ส้เชังิอนุพัินธ์์ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะแคืล้คืลัู้ส้เชังิอนุพัินธ์์ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะแคืล้คืลัู้ส้เชังิอนุพัินธ์์ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะแคืล้คืลัู้ส้เชังิอนุพัินธ์์ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะแคืล้คืลัู้ส้เชังิอนุพัินธ์์ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะแคืล้คืลัู้ส้เชังิอนุพัินธ์์ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะแคืล้คืลัู้ส้เชังิอนุพัินธ์์ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะแคืล้คืลัู้ส้เชังิอนุพัินธ์์ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะแคืล้คืลัู้ส้เชังิอนุพัินธ์์ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะแคืล้คืลัู้ส้เชังิอนุพัินธ์์ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะแคืล้คืลัู้ส้เชังิอนุพัินธ์์ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะแคืล้คืลัู้ส้เชังิอนุพัินธ์์ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะแคืล้คืลัู้ส้เชังิอนุพัินธ์์ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะแคืล้คืลัู้ส้เชังิอนุพัินธ์์ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะแคืล้คืลัู้ส้เชังิอนุพัินธ์์ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะแคืล้คืลัู้ส้เชังิอนุพัินธ์์ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะแคืล้คืลัู้ส้เชังิอนุพัินธ์์ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะแคืล้คืลัู้ส้เชังิอนุพัินธ์์ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะแคืล้คืลัู้ส้เชังิอนุพัินธ์์ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะแคืล้คืลัู้ส้เชังิอนุพัินธ์์ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะแคืล้คืลัู้ส้เชังิอนุพัินธ์์ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะแคืล้คืลัู้ส้เชังิอนุพัินธ์์
แคลคลัูสเชิงอนุพันธแ์ละแคลคลัูสเชิงปรพัินธ:์ แคลคลัูสเชิงปรพัินธ์แคลคลัูสเชิงอนุพันธแ์ละแคลคลัูสเชิงปรพัินธ:์ แคลคลัูสเชิงปรพัินธ์

ADVANCED



5-6-3-4p2

		 จงแก้้โจทย์ต่์่อไปนี้้�

(1)	 หาอนุพัุันธ์ข์องฟังก์ชั์ัน f x t t dt
x

( ) ( )= −∫ 6 22

2

�
′ = −f x x x( ) 6 22

(2)	 โดยกำำ�หนดให้้ a คืือค่่าคงตััว หาค่่าของค่่าคงตััว a และฟังก์ชั์ัน f(x) ที่่�ตรงกับั f t dt x x
a

x
( )∫ = + −2 3 4

หาอนุพัุันธ์ข์องสมการที่่�กำำ�หนดทั้้�งสองข้า้งโดย x

จาก 
d
dx

f t dt
d
dx
x x

a

x
( ) ( )∫ = + −2 3 4                                                       เราจะได้้ f x x( )= +2 3

โดยให้้ x=a ในสมการที่่�กำำ�หนด

เน่ื่�องจาก f t dt
a

a
( )∫ = 0                       เราจะได้้ 0 3 4 1 42= + − = −a a a, ,

� f x x a( ) , ,= + = −2 3 1 4

(3)	 หาฟังก์ชั์ัน f(x) ที่่�ตรงกับัสมการ  f x x f t dt( ) ( )= + ∫2

0

1

2

หากเรากำำ�หนดให้้ f t dt a( )
0

1

∫ =                      (a เป็็นค่่าคงตััว)…( i ) แล้ว้เราจะได้้ f x x a( )= +2 2                        …(ii)

จาก ( i ) และ (ii) เราจะได้้ ( )t a dt a2

0

1

2+ =∫                              และ ( )t a dt t at a2

0

1
3

0

1

2
1

3
2

1

3
2+ = +











 = +∫     

ดัังนั้้�น เน่ื่�องจากเราได้้ 1
3
2

1

3    
+ = = −a a a,                                  มาแล้ว้ เราจึงึได้้ f x x( )= −2

2

3  

�
f x x( )= −2 2

3  

′ = − = −∫f x
d
dx

t t dt x x
x

( ) ( )6 2 6 22

2

2



5-6-3-4p3

		 จงแก้โจท่ยต่์อไป็นี�

(1)	 หาอนพัุื่นธ์ข์องฟังกชั์้น	 f x t t dt
x

( ) ( )= +∫ 3 42

1

(2) 	 โดูยกำาหนดูให้	a	ค่่อค่่าค่งตัว่	หาค่่าของค่่าค่งที่�	a	แล้ะฟังกชั์้น	f(x)	ที่�ตร้งกบัสมื่การ้	 f t dt x x
a

x
( )∫ = − +2 5 6

(3)	 หาฟังกชั์้น	f(x)	ที่�ตร้งกบัสมื่การ้	 f x x f t dt( ) ( )= +
−∫3 2

1

2

′ = +f x x x( ) 3 42

′ = + = +∫f x d
dx

t t dt x x
x

( ) ( )3 4 3 42

1

2

ห�อนุพัินธ์ข์องส้มื่กำ�รท้�กำำ�หนดทั�งส้องข�้งโดยู่ x

จ�กำ d
dx

f t dt d
dx
x x

a

x
( ) ( )∫ = − +2 5 6                                                                  เร�จะได้ f x x( )= −2 5

โดยู่ให้ x=a ในส้มื่กำ�รท้�กำำ�หนด

เน่�องจ�กำ f t dt
a

a
( )∫ = 0                           เร�จะได้ 0 5 6 2 32= − + =a a a, ,

f x x a( ) , ,= − =2 5 2 3

ห�กำเร�กำำ�หนดให้ f t dt a( )
−∫ =
1

2
                            (a เป็็นค่ื�คืงตั่ำว่)…( i )

แล้้ว่เร�จะได้ f x x a( )= +3 2                             …(ii)

จ�กำ ( i ) แล้ะ (ii) เร�จะได้ ( )3 2

1

2
t a dt a+ =

−∫                                     แล้ะ 
( ) [ ]3 9 32

1

2
3

1
2t a dt t at a+ = + = +

− −∫
ดังนั�น เน่�องจ�กำเร�ได้ 9 3

9
2

+ = =−a a a,                                          มื่�แล้้ว่ เร�จึงได้ f x x( )= −3
9
2

2

  
f x x( )= −3

9
2

2

  



5-6-3-5p1

ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง 
โดูยกำาหนดูให้	a≤x≤b	แล้ว้่เม่ื่�อ	f(x)≥0	พ่ื่�นที่�ใต้กร้าฟ	S ที่�ปิดูล้อ้มื่โดูยเส้นโค้่ง	
y=f(x)	แล้ะแกน	x	แล้ะเส้นตร้ง	2	เส้น	x=a	แล้ะ	x=b	มีื่ร้ปู็แบบดัูงต่อไป็นี�

นอกจากนี�	เม่ื่�อกำาหนดูให้	a≤x≤b	แล้ว้่เม่ื่�อ	f(x)≤0	พ่ื่�นที่�	S	ที่�ปิดูล้อ้มื่โดูยเส้นโค้่ง	
y=f(x)	แล้ะแกน	x	แล้ะเส้นตร้ง	2	เส้น	x=a	แล้ะ	x=b	ค่่อพ่ื่�นที่�ใต้กร้าฟที่�ปิดูล้อ้มื่
โดูยเส้นโค้่ง	y=f(x)	สะท้่อนขา้มื่แกน	x	แล้ะแกน	x	แล้ะเส้นตร้ง	2	เส้น	x=a	แล้ะ	
x=b	โดูยกำาหนดูให้	a≤x≤b	ซึึ่�งเร้าจะไดู้	S f x dx f x dx

a

b

a

b
= − =−∫ ∫{ ( )} ( )

explanation

เพ่ื่�อหาพ่ื่�นที่�	S	จาก	x=a	ถงึ	x=b	เร้าจะพิื่จาร้ณาฟังกชั์้น	S(x)	ซึึ่�งแสดูงพ่ื่�นที่�
จาก	x=a	ถงึ	x=x

ดัูงนั�น	S(a)=0	แล้ะ	S(b)=S

โดูยกำาหนดูให้	DS	เป็็นพ่ื่�นที่�จาก	x	ถงึ	x+Dx	แล้ว้่	DS	สามื่าร้ถหาค่่า
ป็ร้ะมื่าณไดู้โดูยใช้้พ่ื่�นที่�สี�เหล้ี�ยมื่ผ่นผ้า	f(x)Dx	สำาหริบั	Dx	ที่�มีื่ขนาดูเล้ก็มื่าก
ดัูงนั�น	เร้าจงึไดู้	
∆ ∆

∆
∆

∆
∆∆ ∆

S f x x
S
x
f x

S
x

f x
dS
dx

f x
x x

= ⇒ = ⇒ = ⇒ =
→ →

( ) ( ) lim lim ( ) ( )
0 0

ดัูงนั�น	S(x)	ค่่อ	1	ของป็ฏิยานพัุื่นธ์ข์องฟังกชั์้น	f(x)

เน่�องจาก	S x f x dx( ) ( )= ∫																												เร้าจงึไดู้	S S b S a f x dx
a

b
= − = ∫( ) ( ) ( )																																																		โดูย

เฉพื่าะ

การทําความเขา้ใจพ้ืนท่ีใต้กราฟและแกน x และเส้นตรง 2 เส้น x=a และ x=b

O Xa b
S

Y
y=f (x )

O Xa bS

Y
y=-f (x )

y=f (x )

S f x dx
a

b
= ∫ ( )

O Xa

S (x )

y=f (x )

bx

Y

O Xa

f (x )
DS

y=f (x )

bx Dx

Y

ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ((11))ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง 
แคลคลัูสเชิงอนุพันธแ์ละแคลคลัูสเชิงปรพัินธ:์ แคลคลัูสเชิงปรพัินธ์แคลคลัูสเชิงอนุพันธแ์ละแคลคลัูสเชิงปรพัินธ:์ แคลคลัูสเชิงปรพัินธ์



5-6-3-5p2

		 หาพื้้�นที่่�ใต้้กราฟ S ที่่�ปิดล้อ้มโดยเส้้นโค้้งและเส้้นตรงต่่อไปนี้้�
(1)	 เส้้นโค้้ง y x= 2           และแกน x และเส้้นตรง 2 เส้้น x=2 และ x=4

สำำ�หรับั 2≤x≤4 เราจะได้้ y x= 2          >0

S x dx x= =










 = ⋅ − ⋅ =∫ 2

2

4
3

2

4

3 31

3

1

3
4

1

3
2

56

3      
  

�

   56
3

(2)	 เส้้นโค้้ง y x= − −2 1                    และแกน x และเส้้นตรง 2 เส้้น x=-1 และ x=3

สำำ�หรับั -1≤x≤3 เราจะได้้ y x= − −2 1                   <0

�

   40
3

(3)	 เส้้นโค้้ง y x= − +2 1                    และแกน x
โดยการแก้ ้− + =x 2 1 0                   เราจะได้้ x=±1 ดังนั้้�นเส้้นโค้้ง y x= − +2 1                    จะ
ข้า้มแกน x ที่่� x=±1

�

  4
3

O 2 4 X

y=x 2

Y

T|R|  [dR2E4B

O-1 3
X

y=-x 2-1

Y

S x dx x dx x x= − − − = − − − = − − −












= − −

− −
−

∫ ∫{ ( )} ( )2

1

3
2

1

3
3

1

3

1 1
1

3  
11

3
3 3

1

3
1 13 3

    
⋅ −










− − ⋅ − − −


















( ) ( )





=
  40
3

T|R|  p(p[dp1)Rp1E3B

O-1 1 X

y=-x 2+1

Y

S x dx x x= − + = − +












= − ⋅ +










−
−

∫ ( )2

1

1
3

1

1

3

1
1

3
1

3
1 1

  

  
− − ⋅ − + −











=

1

3
1 1

4

3
3

  
  

( ) ( )

T|R|  p[d+1Rp1E1B



5-6-3-5p3

		 หาพ่ื่�นที่�ใต้กร้าฟ	S	ที่�ปิดูล้อ้มื่โดูยเส้นโค้่งแล้ะเส้นตร้งต่อไป็นี�
(1)	 เส้นโค้่ง	y x= 3											แล้ะแกน	x	แล้ะเส้นตร้ง	2	เส้น	x=0	แล้ะ	x=2

(2)	 เส้นโค้่ง	y x= − −3 2																				แล้ะแกน	x	แล้ะเส้นตร้ง	2	เส้น	x=-1	แล้ะ	x=1

(3)	 เส้นโค้่ง	y x= −3 122																					แล้ะแกน	x

ส้ำ�ห�บั 0≤x≤2 เร�จะได้ y x= 3            ≥0

S x dx x= =










 = ⋅ − ⋅ =∫ 3

0

2
4

0

2

4 41
4

1
4
2

1
4
0 4        

4
O 2 X

Y
y=x 3

T|R| [^3R0E2B

ส้ำ�ห�บั -1≤x≤1 เร�จะได้ y x=− −3 2                       <0

4

O 1-1
X

Y
y=-x 3-2

S x dx x dx

x x

= −− − =− − −

=− − −












= −

− −

−

∫ ∫{ ( )} ( )3

1

1
3

1

1

4

1

1

2 2

1
4

2  

−− ⋅ − ⋅









− − ⋅ − − ⋅ −










1
4
1 2 1

1
4

1 2 14 4

     
( ) ( )












= 4

T|R| p(p[^3$p2)Rp1E1B

โดยู่กำ�รแก้ำ 3 12 02x − =                        เร�จะได้ x=±2 ดังนั�นเส้้น
โค้ืง y x= −3 122                         จะข�้มื่แกำน x ท้� x=±2

ส้ำ�ห�บั -2≤x≤2 เร�จะได้ y x= −3 122                        ≤0

32

O 2-2
X

Y
y=3x 2-12

S x dx x dx
x x

= − − =− −

=− − =− − ⋅
− −

−

∫ ∫{ ( )} ( )

[ ] [(

3 12 3 12

12 2 12

2

2

2
2

2

2

3
2
2 3 22 2 12 2

32

3) {( ) ( )}]− − − ⋅ −
=

T|R| p(3[dp12)Rp2E2B



5-6-3-6p1

ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำของฟังก์ำชัันท้�ม้ื่ค่ื�สั้มื่บรูณ์
หากฟังกชั์้นที่�จะหาป็ริพัิื่นธ์มี์ื่ค่่าสัมื่บรู้ณ์	เร้าจะหาป็ริพัิื่นธ์ฟ์ังกชั์้นหล้งัจากนำา
สัญล้กัษณ์ค่่าสัมื่บรู้ณ์ออกแล้ว้่โดูยการ้แบ่งช่้ว่งของป็ริพัิื่นธ์์

ตามื่ที่�แสดูงในภาพื่ดู้านขว่า	ฟังกชั์้น	y=|f(x)|	เม่ื่�อ	x≤c	แล้ะ	d≤x,	y=f(x)	แล้ะ
เม่ื่�อ	c≤x≤d	จงึเป็็น	y=-f(x)

ป็ริพัิื่นธ์จ์ำากดัูเขตจาก	a	ถงึ	b	ของฟังกชั์้น	y=|f(x)|	ค่่อ	S f x dx f x dx f x dx
a

b

a

c

c

b
= = + −∫ ∫ ∫| ( ) | ( ) ( )

		 หาป็ริพัิื่นธ์จ์ำากดัูเขตต่อไป็นี�
(1) | |x dx−∫ 1

0

2

|x-1|	ค่่อ	-x+1	สำาหริบั	x≤1	แล้ว้่จงึเป็็น	x-1	สำาหริบั	1≤x

1

(2) | |x dx2

0

2

1−∫
|x 2 1-								|	ค่่อ	x 2 1-									สำาหริบั	x≤-1	แล้ะ	1≤x	แล้ะจงึเป็็น	− +x 2 1												

สำาหริบั	-1≤x≤1

2

การทําความเขา้ใจปรพัินธจ์าํกัดเขตของ�งก์ชันท่ีมีค่าสัมบรูณ์

O Xa bc d

Y
y=f (x )

y=-f (x )

|A|=
ìïíïî -A (เม่ื่�อ A≤0)
A (เม่ื่�อ A≥0)

O 21

1

X

Y
y=x-1y=-x+1

= − + + − = − +










 + −









∫ ∫( ) ( )x dx x dx x x x x1 1

1

2

1

20

1

1

2
2

0

1

2    


= − ⋅ +









+ ⋅ − − ⋅ −











1

2

2 2 21

2
1 1

1

2
2 2

1

2
1 1

      













= 1

T|R| TRR|| [p1R0E2B

O 21-1

1

X

Y

y=-x 2+1

y=x 2-1

= − + + − = − +










 + −




∫ ∫( ) ( )x dx x dx x x x x2

0

1
2

1

2
3

0

1

31 1
1

3

1

3
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



= − ⋅ +









+ ⋅ − − ⋅ −










1

2

3 3 31

3
1 1

1

3
2 2

1

3
1 1

      












= 2

T|R| TRR|| [dp1R0E2B

ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ((22))ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง 
แคลคลัูสเชิงอนุพันธแ์ละแคลคลัูสเชิงปรพัินธ:์ แคลคลัูสเชิงปรพัินธ์แคลคลัูสเชิงอนุพันธแ์ละแคลคลัูสเชิงปรพัินธ:์ แคลคลัูสเชิงปรพัินธ์



5-6-3-6p2

		 หาป็ริพัิื่นธ์จ์ำากดัูเขตต่อไป็นี�
(1) | |x dx−∫ 2

0

3

(2) | |x dx2

0

4

4−∫

|x-2| ค่ือ -x+2 ส้ำ�ห�บั x≤2 แล้ะจงึเป็็น 
x-2 ส้ำ�ห�บั 2≤x

  5
2

O 2

2

3X

Yy=-x+2

y=x-2
= − + + −

= − +










 + −






∫ ∫( ) ( )x dx x dx

x x x x

2 2

1
2

2
1
2

2

0

2

2

3

2

0

2

2      





= − ⋅ + ⋅









+ ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅





2

3

2 2 21
2
2 2 2

1
2
3 2 3

1
2
2 2 2

        
















=   5
2

T|R| TRR|| [p2R0E3B

|x 2 4-          | ค่ือ x 2 4-            ส้ำ�ห�บั x≤-2 แล้ะ 2≤x
แล้ะจงึเป็็น − +x 2 4               ส้ำ�ห�บั -2≤x≤2

16

O 2-2 4 X

Y
y=x 2-4

y=-x 2+4= − + + −

= − +










 + −




∫ ∫( ) ( )x dx x dx

x x x x

2

0

2
2

2

4

3

0

2

3

4 4

1
3

4
1
3

4
     








= − ⋅ + ⋅









+ ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅

2

4

3 3 31
3
2 4 2

1
3
4 4 4

1
3
2 4 2

        



















= 16

T|R| TRR|| [dp4R0E4B



5-6-3-7p1

พ่ิ�นท้�ระหว่�่งเส้้นโค้ืง 2 เส้้น
โดูยกำาหนดูให้เส้นโค้่ง	2	เส้น	y=f(x)	แล้ะ	y=g(x)	ที่�มีื่ช่้ว่ง	a≤x≤b	แล้ว้่
เม่ื่�อ	f(x)≥g(x)	พ่ื่�นที่�	S	ที่�ปิดูล้อ้มื่โดูยเส้นโค้่ง	2	เส้นแล้ะเส้นตร้ง	2	เส้น	
x=a	แล้ะ	x=b	มีื่ร้ปู็แบบดัูงต่อไป็นี�

explanation

โดูยกำาหนดูให้ช่้ว่งเป็็น	a≤x≤b	เม่ื่�อ	f(x)≥g(x)≥0	จากนั�นเร้าจงึ
สามื่าร้ถพิื่จาร้ณาค่ว่ามื่ต่างของพ่ื่�นที่�	2	พ่ื่�นที่�ไดู้ในภาพื่ดู้านขว่า

นอกจากนี�	ช่้ว่งที่�กำาหนดูค่่อ	a≤x≤b	เม่ื่�อ	f(x)	หริอ่	g(x)	มีื่ค่่าล้บ	แล้ว้่
เส้นโค้่ง	2	เส้นเล้่�อนขนานตามื่ทิ่ศท่างของแกน	y	เพ่ื่�อท่ำาให้ทั่�งสองมีื่
ค่่าบว่ก
โดูยกำาหนดูให้	y=f(x)+c	แล้ะ	y=g(x)+c	เร้าจะไดู้	S f x c g x c dx f x g x dx

a

b

a

b
= + − + = −∫ ∫[ ( ) { ( ) }] { ( ) ( )}																																																																																												ซึึ่�ง

สามื่าร้ถพิื่จาร้ณาไดู้เช่้นเดีูยว่กบัขา้งต้น

		 หาพ่ื่�นที่�ใต้กร้าฟ	S	ที่�ปิดูล้อ้มื่โดูยเส้นโค้่งแล้ะเส้นตร้งต่อไป็นี�
(1)	 เส้นโค้่ง	2	เส้น	y x= +3 22																			แล้ะ	y x= 2										แล้ะเส้นตร้ง	2	เส้น	x=-2	แล้ะ	x=1

โดูยกำาหนดูให้	-2≤x≤1	จาก	 3 2 2 2 02 2 2x x x+ − = + >																																													เร้าจะไดู้	
3 22 2x x+ >

12

การทําความเขา้ใจพ้ืนท่ีระหวา่งเส้นโค้ง 2 เส้น

O Xa b

S

Y y=f (x )

y=g (x )

S f x g x dx
a

b
= −∫ { ( ) ( )}

S

a ba

= -

b a b

y=f (x ) y=g (x )

S f x dx g x dx f x g x dx
a

b

a

b

a

b
= − = −∫ ∫ ∫( ) ( ) { ( ) ( )}

O-2 1 X

Y
y=3x 2+2 y=x 2

S x x dx x dx x x= + − = + = +












=

− −
−

∫ ∫( ) ( )3 2 2 2
2

3
2

2

3

2 2

2

1
2

2

1
3

2

1  

  
⋅⋅ + ⋅ − ⋅ − + ⋅ −












=1 2 1

2

3
2 2 2 123 3  

( ) ( )

T|R| 2[d+2Rp2E1B

การทําความเขา้ใจพ้ืนท่ีระหวา่งเส้นโค้ง 

ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ((33))ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง 
แคลคลัูสเชิงอนุพันธแ์ละแคลคลัูสเชิงปรพัินธ:์ แคลคลัูสเชิงปรพัินธ์แคลคลัูสเชิงอนุพันธแ์ละแคลคลัูสเชิงปรพัินธ:์ แคลคลัูสเชิงปรพัินธ์



5-6-3-7p2

(2)	 เส้นโค้่ง	2	เส้น	y x= −2 1																	แล้ะ	y x= − −2 2																				แล้ะเส้นตร้ง	2	เส้น	x=-1	แล้ะ	x=1

โดูยกำาหนดูให้	-1≤x≤1	จาก	x x x2 2 21 2 2 1 0− − − − = + >( )																																																					เร้าจะไดู้	
x x2 21 2− >− −

   10
3

(3)	 เส้นโค้่ง	2	เล้น้	y x= −2 1																	แล้ะ	y x= − +2 1

พิื่กดัู	x	ของจดุูตัดูของเส้นโค้่ง	2	เส้นค่่อ	
x x x x2 2 21 1 2 2 1− = − + = = ±, ,

โดูยกำาหนดูให้	-1≤x≤1	จาก	x x x2 2 21 1 2 2− − − + = −( )																																														≤0	เร้า
จะไดู้	x 2 1-									≤− +x 2 1

  8
3

		 หาพ่ื่�นที่�ใต้กร้าฟ	S	ที่�ปิดูล้อ้มื่โดูยเส้นโค้่งแล้ะเส้นตร้งต่อไป็นี�
(1)	 เส้นโค้่ง	2	เส้น	y x= +2 32																			แล้ะ	y x= 2										แล้ะเส้นตร้ง	2	เส้น	x=-1	แล้ะ	x=2

O
-1 1 X

Y
y=x 2-1

y=-x 2-2

S x x dx x dx x x= − − − − = + = +












=

− −
−

∫ ∫{ ( )} ( )2 2

1

1
2

1

1
3

1

1

1 2 2 1
2

3

  

 22
3
1 1

2

3
1 1

10

3
3 3     
⋅ + − ⋅ − + −












=( ) ( )

T|R| 2[d+1Rp1E1B

O-1 1 X

Y
y=x 2-1

y=-x 2+1

S x x dx x dx x x= − + − − = − − = − −










− −∫ ∫{ ( )} { ( )}2 2

1

1
2

1

1
31 1 2 1 2

1

3

  

−−

= − ⋅ − − ⋅ − − −























=

1

1

3 32
1

3
1 1

1

3
1 1

     
( ) ( )

88

3

 

T|R| p2([dp1)Rp1E1B

โดยู่กำำ�หนดให้ -1≤x≤2 จ�กำ 2 3 3 02 2 2x x x+ − = + >                                                         
เร�จะได้ 2 32 2x x+ >

12

O 2-1 X

Y
y=2x 2+3

y=x 2

S x x dx x dx

x x

= + − = +

= +










 = ⋅

− −

−

∫ ∫( ) ( )2 3 3

1
3

3
1
3

2 2

1

2
2

1

2

3

1

2     
22 3 2

1
3

1 3 1

12

3 3+ ⋅ − ⋅ − + ⋅ −










=

  
( ) ( )

T|R| [d+3Rp1E2B



5-6-3-7p3

(2)	 เส้้นโค้้ง 2 เส้้น y x= −2 2               และ y x= − +2 3                    และเส้้นตรง 2 เส้้น x=-1 และ x=3

(3)	 เส้้นโค้้ง 2 เส้้น y x= 2 2            และ y x= +2 1

โดยกำำ�หนดให้้ -1≤x≤3  
จาก − − − + =− − <2 3 3 02 2 2x x x( )                                                                 
เราจะได้้ − <− +2 32 2x x

�
   64
3

O
3-1

X

Y

y=-2x 2

y=-x 2+3

S x x dx x dx

x x

= − + − − = +

= +










 =

− −

−

∫ ∫{ ( )} ( )2 2

1

3
2

1

3

3

1

3

3 2 3

1
3

3
    11

3
3 3 3

1
3

1 3 1

64
3

3 3    

   

⋅ + ⋅ − ⋅ − + ⋅ −










=

( ) ( )

T|R|  [d+3Rp1E3B

พิิกััด x ของจุดุตััดของเส้้นโค้้ง 2 เส้้นคืือ  
2 1 1 12 2 2x x x x= + = = ±, ,

โดยกำำ�หนดให้้ -1≤x≤1  
จาก 2 1 12 2 2x x x− + = −( )                                           ≤0  
เราจะได้้ 2 2x     ≤x 2 1+

�
  4
3

O 1-1 X

Y

y=2x 2

y=x 2+1

S x x dx x dx

x x

= + − = − −

=− −










 = −

− −

−

∫ ∫( ) ( )2 2

1

1
2

1

1

3

1

1

1 2 1

1
3

1     
33
1 1

1
3

1 1

4
3

3 3⋅ − − ⋅ − − −









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

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



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5-6-3-8p1

พ่ิ�นท้� ใต้่ำกำร�ฟท้��ดล้้อมื่โดยู่เส้้นโค้ืงแล้ะเส้้นสั้มื่ผััส้กัำบเส้้นโค้ืง
พ่ื่�นที่�ใต้กร้าฟของฟัังก์ำช้่นกำำาล้งสิ้าม y=f(x)	แล้ะเส้นสัมื่ผัสกบัจดุู	P	บนเส้นโค้่ง
นั�นสามื่าร้ถหาไดู้โดูยใช้้ว่ธิ์กีาร้ต่อไป็นี�

		 แก้โจท่ยเ์กี�ยว่กบัเส้นโค้่ง	y x= 3											ต่อไป็นี�
(1)	 หาสมื่การ้สำาหริบัเส้นสัมื่ผัส	l ที่�สัมื่ผัสกบัจดุู	P (1,	1)	บนเส้นโค้่ง	y x= 3

จาก	y x= 3											แล้ะเน่�องจาก	 ′ =y x3 2														โดูยการ้แท่นที่�	x=1	เร้าจะไดู้	 ′ = ⋅ =y 3 1 32

สมื่การ้ของเส้นสัมื่ผัส	l	ค่่อ	y x y x− = − = −1 3 1 3 2( ),

y x= −3 2

T|| [^3$$1B

(2)	 หาพิื่กดัู	x	ของอนิเตอริเ์ซึ่กชั้นของเส้นสัมื่ผัส	l	แล้ะเส้นโค้่ง	y x= 3

x x x x x x x3 3 23 2 3 2 0 1 2 0 2 1= − − + = − + = = −, ,( ) ( ) , ,
x =−2 1,

check

กดู	w	เล้อ่ก	[Equation (สิ้มกำาร)]	กดู	|	เล้อ่ก	[Polynomial (พหุนาม)]	กดู	|	เล้อ่ก	[ ax bx cx d3 2+ + +																												]	กดู	|
1B0Bp3B2B

การทําความเขา้ใจพ้ืนท่ีใต้กราฟท่ี�ดล้อมโดยเส้นโค้งและเส้นสัมผัสกับเส้นโค้ง

O

P

Xa b

S

Y
y=f (x )

l

(1)  ห�ส้มื่กำ�รของเส้้นสั้มื่ผััส้ l ท้�สั้มื่ผััส้กัำบ
จดุ P บนเส้้นโค้ืง y=f(x)

(2)  ห�พิิกัำด x ของจดุตั่ำดของเส้้นสั้มื่ผััส้ l
แล้ะเส้้นโค้ืง y=f(x)

(3)  ห�พ่ิ�นท้� ใต้่ำกำร�ฟโดยู่กำ�รใชัป้็�พัิินธ์์
จำ�กัำดเขต่ำ

สมการของเส้นสัมผัสกับ
จดุ (a, f(a)) บนกราฟของ
�งก์ชัน y=f(x)

y f a f a x a− = −′( ) ( )( )

O
1

1

P

X
S

Y
y=x 3

l

พิื่จาร้ณาค่ำาตอบ	x=-2	แล้ะ	1
สำาหริบัสิ้มกำารกำำาล้งสิ้าม BB

ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ((44))ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง 
แคลคลัูสเชิงอนุพันธแ์ละแคลคลัูสเชิงปรพัินธ:์ แคลคลัูสเชิงปรพัินธ์แคลคลัูสเชิงอนุพันธแ์ละแคลคลัูสเชิงปรพัินธ:์ แคลคลัูสเชิงปรพัินธ์



5-6-3-8p2

(3)	 หาพื้้�นที่่�ใต้้กราฟ S ที่่�ปิดล้อ้มโดยเส้้นสััมผัส l และเส้้นโค้้ง y x= 3

โดยกำำ�หนดให้้ -2≤x≤1 เราจะได้้ x 3  ≥3x-2

�

   27
4

check

การตรวจสอบกราฟ 
กด w เลืือก [Table (ตาราง)] กด | จากนั้้�นจึงึล้า้งข้อ้มูลูก่อ่นหน้้าโดยการกด W

กด I เลืือก [Define f(x)/g(x) (กำำ�หนดค่่า f(x)/g(x))] กด | เลืือก 
[Define f(x) (กำำ�หนดค่่า f(x))] กด | หลังัจากป้อน f(x)=x 3   กด B

และด้้วยวิธิีเีดีียวกันั ให้้ป้อน g(x)=3x-2

กด I เลืือก [Table Range (ช่่วงตาราง)] กด | หลังัจาก
ป้อน [Start (เริ่่�มต้้น):-5, End (ส้ิ้�นสุุด):5, Step (ข้ั้�น):1] แล้ว้ 
ให้้เลืือก [Execute (ดำำ�เนิินการ)] แล้ว้กด B

กด q[ สแกนคิิวอาร์์โค้้ดเพ่ื่�อแสดงกราฟ

S x x dx x x dx x x x= − − = − + = − +








− −∫ ∫{ ( )} ( )3

2

1
3

2

1
4 23 2 3 2

1

4

3

2
2

    


= ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅ − − ⋅ − + ⋅ −




−2

1

4 2 4 21

4
1

3

2
1 2 1

1

4
2

3

2
2 2 2

        
( ) ( ) ( )








=
  27
4

T|R|  [^3$p3[+2Rp2E1B



5-6-3-8p3

		 แก้โจท่ยเ์กี�ยว่กบัเส้นโค้่ง	y x x= −3 3																				ต่อไป็นี�
(1)	 หาสมื่การ้สำาหริบัเส้นสัมื่ผัส	l	ที่�จดุู	P (2,	2)	กบัเส้นโค้่ง	y x x= −3 3

(2)	 หาพิื่กดัู	x	ของจดุูตัดูของเส้นสัมื่ผัส	l	แล้ะเส้นโค้่ง	y x x= −3 3

จ�กำ y x x= −3 3                       แล้ะเน่�องจ�กำ ′ = −y x3 32                        โดยู่กำ�ร
แทนท้� x=2 เร�จะได้ ′ = ⋅ − =y 3 2 3 92

ส้มื่กำ�รของเส้้นสั้มื่ผััส้ l ค่ือ y x y x− = − = −2 9 2 9 16( ),
y=9x-16

T|| [^3$p3[$2B

O
P2
2 X

Y
y=x 3-3x

l

S

x x x x x x x x3 3 23 9 16 12 16 0 2 4 0 2 4− = − − + = − + = = −, , ( ) ( ) , ,

x=2, -4

กำด w เล่้อกำ [Equation (สิ้มกำาร)] กำด | เล่้อกำ [Polynomial (พหุนาม)] กำด | เล่้อกำ 
[ax bx cx d3 2+ + +                               ] กำด |

1B0Bp12B16B

BB



5-6-3-8p4

(3)	 หาพื้้�นที่่� S ที่่�ปิดล้อ้มโดยเส้้นสััมผัส l และเส้้นโค้้ง y x x= −3 3

โดยกำำ�หนดให้้ -4≤x≤2 เราจะได้้ x x3 3-              ≥9x-16

� 108

S x x x dx x x dx x x x= − − − = − + = − +


− −∫ ∫{ ( )} ( )3

4

2
3

4

2
4 23 9 16 12 16

1
4

6 16
  








= ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅ − − ⋅ − + ⋅ −




−4

2

4 2 4 21
4
2 6 2 16 2

1
4

4 6 4 16 4
     

( ) ( ) ( )






= 108

T|R|  [^3$p12[+16Rp4E2B

การตรวจสอบกราฟ 
กด w เลืือก [Table (ตาราง)] กด | จากนั้้�นจึงึล้้าง
ข้อ้มููลก่อนหน้้าโดยการกด W

กด I เลืือก [Define f(x)/g(x) (กำำ�หนดค่่า f(x)/g(x))] 
กด | เลืือก [Define f(x) (กำำ�หนดค่่า f(x))] กด | หลััง
จากป้อน f(x)=x x3 3-              กด B

และด้้วยวิธิีีเดีียวกัน ให้้ป้อน g(x)=9x-16

กด I เลืือก [Table Range (ช่่วงตาราง)] กด | หลัังจาก
ป้อน [Start (เร่ิ่�มต้้น):-5, End (ส้ิ้�นสุุด):5, Step (ข้ั้�น):1]  
แล้้ว ให้้เลืือก [Execute (ดำำ�เนิินการ)] แล้้วกด B

กด q[ สแกนคิิวอาร์์โค้้ดเพ่ื่�อแสดงกราฟ



5-6-3-9p1

พ่ิ�นท้��ดล้้อมื่โดยู่กำร�ฟพิ�ร�โบล้�แล้ะเส้้นต่ำรง
โดูยให้พิื่กดัู	x	ของจดุูตัดูของเส้นตร้ง	l	ที่�มีื่สมื่การ้พื่าร้าโบล้า	y x px q= + +2																											
เป็็น	a	แล้ะ	b (a<b)	ตอนนี�	เร้าสามื่าร้ถหาพ่ื่�นที่�	S	ที่�ปิดูล้อ้มื่โดูยกร้าฟ
พื่าร้าโบล้าแล้ะเส้นตร้ง	l	ไดู้

เม่ื่�อสมื่การ้พื่าร้าโบล้าค่่อ	y ax bx c= + +2																													เร้าสามื่าร้ถหาพ่ื่�นที่�ไดู้ดัูงต่อไป็นี�

พ่ิ�นท้��ดล้้อมื่ด้ว่ยู่กำร�ฟพิ�ร�โบล้� 2 กำร�ฟ
โดูยให้พิื่กดัู	x	ของจดุูตัดูของกร้าฟพื่าร้าโบล้า	2	กร้าฟเป็็น	a	แล้ะ	b(a<b)	แล้ะ
เร้าสามื่าร้ถหาพ่ื่�นที่�	S	ที่�ปิดูล้อ้มื่โดูยกร้าฟพื่าร้าโบล้า	2	กร้าฟไดู้โดูยใช้้นิพื่จน์ดู้าน
บน

		 หาพ่ื่�นที่�ใต้กร้าฟ	S	ที่�ปิดูล้อ้มื่โดูยเส้นโค้่งแล้ะเส้นตร้งต่อไป็นี�
(1)	 พื่าร้าโบล้า	y x= 2										แล้ะเส้นตร้ง	y=-x+6

x x x x x x x2 26 6 0 2 3 0 2 3= − + + − = − + = = −, ,( )( ) , ,

โดูยกำาหนดูให้	-3≤x≤2	เร้าจะไดู้	x 2		≤-x+6
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การทําความเขา้ใจพ้ืนท่ี�ดล้อมโดยกราฟพาราโบลาและกราฟเส้นตรงหรอืกราฟพาราโบลา 2 กราฟ

O Xa b

S

Y

l

y=x 2+px+q

S x x dx=− − − = −∫ ( )( ) ( )α β β α
α

β 1
6

3

  

S a
= −
| |
( )

  6
3β α

O Xa b

S

Y

O X

S

l

Y
y=x 2

S x x dx x x dx x x dx= − + − = − + − = − − +

=

− − −∫ ∫ ∫( ) ( ) ( )( )

{

6 6 2 3

1

6
2

2

3

2
2

3

2

3

2

  
−− − =( )}3

125

6
3   

T|R| p([d+[p6)Rp3E2B

การทําความเขา้ใจพ้ืนท่ี�ดล้อมโดยกราฟพาราโบลาและกราฟเส้นตรงหรอืกราฟพาราโบลา 

ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ((55))ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง ป็�พัิินธ์จ์ำ�กัำดเขต่ำแล้ะพ่ิ�นท้�ของรูป็ทรง 
แคลคลัูสเชิงอนุพันธแ์ละแคลคลัูสเชิงปรพัินธ:์ แคลคลัูสเชิงปรพัินธ์แคลคลัูสเชิงอนุพันธแ์ละแคลคลัูสเชิงปรพัินธ:์ แคลคลัูสเชิงปรพัินธ์
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(2)	 สมื่การ้พื่าร้าโบล้า	2	สมื่การ้	y x= 2										แล้ะ	y x= − +2 4

x x x x2 2 24 2 2= − + = = ±, ,   
โดูยกำาหนดูให้	-   2   ≤x≤   2  	เร้าจะไดู้	x 2		≤− +x 2 4
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ผล้ล้พัื่ธ์ข์องเค่ริ่�องคิ่ดูเล้ขว่ทิ่ยาศาสตริแ์สดูงเป็็นเล้ขฐานสิบ	ดัูงนั�นโป็ร้ดูตร้ว่จสอบเพ่ื่�อยน่ยนัว่า่ค่่าเท่่ากบัผล้ล้พัื่ธ์์
ที่�เป็็นจำานว่นอตร้ร้กยะ

		 หาพ่ื่�นที่�ใต้กร้าฟ	S	ที่�ปิดูล้อ้มื่โดูยเส้นโค้่งแล้ะเส้นตร้งต่อไป็นี�
(1)	 พื่าร้าโบล้า	y x= − 2													แล้ะเส้นตร้ง	y=2x-8

(2)	 สมื่การ้พื่าร้าโบล้า	2	สมื่การ้	y x= −2 2																	แล้ะ	y x= − +2 6
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Mp16s2$a3B

โดยู่กำำ�หนดให้ -4≤x≤2 เร�จะได้ -x 2      ≥2x-8
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T|R| p([d+2[p8)Rp4E2B

โดยู่กำำ�หนดให้ -2≤x≤2 เร�จะได้ x 2 2-          ≤− +x 2 6
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