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พจึน์ั้ทัั่�วไปของลืำาดัับ
ฟังกชั์้น์ท่ี่�ม่ื่โด้เมื่น์เป็น์เซึ่ต	{1,	2,	3,	...,	n}	หรื่อ่ม่ื่โด้เมื่น์เป็น์เซึ่ตข้องจำาน์วน์เต็มื่บวกเรื่ย่กวา่ลําดับั	แลืะสมื่าชิ้กแต่ลืะ
ตัวเรื่ย่กวา่พจน์์
ลืำาดั้บท่ี่�ม่ื่จำาน์วน์พจน์์จำากดั้เรื่ย่กวา่ลําดับัจาํกัด	แลืะลืำาดั้บท่ี่�ม่ื่จำาน์วน์พจน์์อนั์น์ต์เรื่ย่กวา่ลําดับัอนั์น์ต์ิ
เรากลืา่วได้้วา่ลืำาดั้บจำากดั้นั์�น์ม่ื่จาํน์วิน์พจน์์	ม่ื่พจน์์แรกแลืะพจน์์สดุท้ั่าย
โด้ยทัี่�วไปแลืว้ลืำาดั้บจะแสด้งได้้ดั้งน่์�

น์อกจากน่์�	ลืำาดั้บท่ี่�ด้้าน์บน์ยงัสามื่ารถแสด้งใน์รปู	an			ได้้ด้้วย
เม่ื่�อพจน์์ท่ี่�	n	ใน์ลืำาดั้บ	an 		แสด้งใน์นิ์พจน์์เป็น์	n	เราจงึกลืา่วได้้วา่พจน์์ดั้งกลืา่วเป็น์พจน์์ทัั่�วิไปข้องลืำาดั้บ	an
	 โด้ยกำาหน์ด้ให้ลืำาดั้บ	an			ข้อง	2,	4,	6,	8	แลืะ	10	ม่ื่	5	พจน์์:	a1=2(พจน์์แรก),	a2=4,	a3=6,	a4=8,	

a5=10(พจน์์สดุ้ท้ี่าย)

จาก	a1=2×1,	a2=2×2,	a3=2×3,	a4=2×4	แลืะ	a5=2×5	เราสามื่ารถอน์มุื่าน์ได้้วา่พจน์์ทัี่�วไปค่ือ	an		=2n

	 	 หาพจน์์แรกถงึพจน์์ท่ี่�	4	ข้องลืำาดั้บ	an			ซึึ่�งม่ื่พจน์์ทัี่�วไปแสด้งด้้วยนิ์พจน์์ต่อไปน่์�
(1) an =3n+2

เม่ื่�อพจน์์แรกค่ือ	n=1	เราจะได้้	a1=3×1+2=5

เม่ื่�อพจน์์ท่ี่�	2	ค่ือ	n=2	เราจะได้้	a2=3×2+2=8

เม่ื่�อพจน์์ท่ี่�	3	ค่ือ	n=3	เราจะได้้	a3=3×3+2=11

เม่ื่�อพจน์์ท่ี่�	4	ค่ือ	n=4	เราจะได้้	a4=3×4+2=14
a a a a1 2 3 45 8 11 14= = = =, , ,

check

บน์เคืรื่่�องคิืด้เลืข้วทิี่ยาศาสตรื่	์ให้ใช้้ฟังกชั์้น์ตารางเพ่�อยน่์ยนั์แต่ลืะพจน์์ข้องลืำาดั้บ
กด้	w	เลือ่ก	[Table (ตาราง)]	กด้	|	แลืว้ลืา้งข้อ้มื่ลูืกอ่น์หน้์าโด้ยการกด้	W

กด้	I	เลือ่ก	[Define f(x)/g(x) (กำำาหนดค่่า f(x)/g(x))]	กด้	|

เลือ่ก	[Define f(x) (กำำาหนดค่่า f(x))]	กด้	|

หลืงัจากป้อน์	f(x)=3x+2	แลืว้	ให้กด้	B

กด้	I	เลือ่ก	[Table Range (ช่่วงตาราง)]	กด้	|

หลืงัจากป้อน์ [Start (เร่�มต้น):1,	End (ส้ิ้�นสุิ้ด):4,	Step (ข้ั้�น):1]

แลืว้	ให้เลือ่ก	[Execute (ดำาเนินกำาร)]	กด้	B

การทําความเขา้ใจวธิแีสดงลําดับและพจน์ทัว่ไปของลําดับ

a a a an1 2 3, , , , , 

ลืำาดัับลืำาดัับ
ลําดับ: ลําดับลําดับ: ลําดับ
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(2)	 a n nn = −2 4

เม่ื่�อพจน์์แรกคืือ n=1 เราจะได้้ a1=1-4×1=-3

เม่ื่�อพจน์์ท่ี่� 2 คืือ n=2 เราจะได้้ a2=2-4×2=-4

เม่ื่�อพจน์์ท่ี่� 3 คืือ n=3 เราจะได้้ a3=3-4×3=-3

เม่ื่�อพจน์์ท่ี่� 4 คืือ n=4 เราจะได้้ a4=4-4×4=0

� a a a a1 2 3 43 4 3 0=− =− =− =, , ,

check

กด w เลือืก [Table (ตาราง)] กด | แล้ว้ล้า้งข้อ้มูลูก่อ่นหน้้าโดยการกด W

กด I เลือืก [Define f(x)/g(x) (กำำ�หนดค่่า f(x)/g(x))] กด | 	
เลือืก [Define f(x) (กำำ�หนดค่่า f(x))] กด |

หลังัจากป้อน f(x)=x x2 4-            แล้ว้ ให้้กด B

กด I เลือืก [Table Range (ช่่วงตาราง)] กด |

หลังัจากป้อน [Start (เริ่่�มต้้น):1, End (ส้ิ้�นสุุด):4, Step (ข้ั้�น):1] 	
แล้ว้ ให้้เลือืก [Execute (ดำำ�เนิินการ)] กด B

	 	 อนุมุานพจน์์ทั่่�วไปของลำำ�ดับ an   ด้้านล่า่ง
(1)	 -5, -10, -15, -20, ...

a1=-5×1, a2=-5×2, a3=-5×3, a4=-5×4, ...
ดัังนั้้�น เราจึงึสามารถอนุมุานให้้พจน์์ทั่่�วไปเป็็น an    =-5n ได้้
� a nn =−5

check

บนเครื่่�องคิิดเลขวิทิยาศาสตร์ ์ให้้ใช้้ฟังก์ชั์ันสถิิติิเพ่ื่�อยืืนยันัพจน์์
ทั่่�วไปของลำำ�ดับ
กด w เลือืก [Statistics (สถิิติิ)] กด | เลือืก [2-Variable (ตััวแปร 2 ตััว)] กด |

กด I เลือืก [Edit (แก้้ไข)] กด | เลือืก [Delete All (ลบท้ั้�งหมด)] กด |

ป้อน 1, 2, 3 และ 4 ในคอลัมัน์์ x และ -5, -10, -15 และ -20 ใน
คอลัมัน์์ y ตามลำำ�ดับ

เลือืก [Reg Results (ผลลััพธ์์การถดถอย)] กด | 	
เลือืก [y=a+bx] กด |

เราสามารถยืืนยันได้้ว่า่ y=-5x

กด `q[ สแกนคิิวอาร์์โค้้ดเพ่ื่�อแสดงกราฟ

1B2B3B4BR$  p5Bp10Bp15Bp20BB
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(2)	 1, 4, 9, 16, ...
a1=1, a2=2, a3=3, a4=4, ...
ดัังนั้้�น เราจึงึสามารถอนุมุานให้้พจน์์ทั่่�วไปเป็็น an   =n ได้้
� a nn = 2

check

กด w เลือืก [Statistics (สถิิติิ)] กด | เลือืก [2-Variable (ตััวแปร 2 ตััว)] กด |

กด I เลือืก [Edit (แก้้ไข)] กด | เลือืก [Delete All (ลบท้ั้�งหมด)] กด |

ป้อน 1, 2, 3 และ 4 ในคอลัมัน์์ x และ 1, 4, 9 และ 16 ในคอลัมัน์์ y ตามลำำ�ดับ

เลือืก [Reg Results (ผลลััพธ์์การถดถอย)] กด | 
เลือืก [y=a+bx+cx] กด |

เราสามารถยืืนยันได้้ว่า่ y=x

กด `q[ สแกนคิิวอาร์์โค้้ดเพ่ื่�อแสดงกราฟ

1B2B3B4BR$  1B4B9B16BB
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	 	 หาพจน์์แรกถงึพจน์์ท่ี่�	4	ข้องลืำาดั้บ	an			ซึึ่�งม่ื่พจน์์ทัี่�วไปแสด้งด้้วยนิ์พจน์์ต่อไปน่์�
(1) an =5n-3

(2) a nn
n= −( )1

เมื�อพจึน์ั้แรกคือ n=1 เราจึะได้ั a1=5×1-3=2

เมื�อพจึน์ั้ท่ั่� 2 คือ n=2 เราจึะได้ั a2=5×2-3=7

เมื�อพจึน์ั้ท่ั่� 3 คือ n=3 เราจึะได้ั a3=5×3-3=12

เมื�อพจึน์ั้ท่ั่� 4 คือ n=4 เราจึะได้ั a4=5×4-3=17
a a a a1 2 3 42 7 12 17= = = =, , ,

กดั w เลืือก [Table (ติาราง)] กดั |
แล้ืวล้ืางขอ้มูลืก่อนั้ห้น้ั้าโดัยืการกดั W
กดั I เลืือก [Define f(x)/g(x) 
(ก้ำาหนดค่ิา f(x)/g(x))] กดั | เลืือก 
[Define f(x) (ก้ำาหนดค่ิา f(x))] กดั |
ห้ลัืงจึากป้อนั้ f(x)=5x-3 แล้ืว ให้้กดั B
กดั I เลืือก [Table Range (ช่ีวงติาราง)] กดั |
ห้ลัืงจึากป้อนั้ [Start (เร่�มต้ิน):1, End (สิ�นสุด):4, Step (ขั�น):1]

แล้ืว ให้้เลืือก [Execute (ดำาเนินก้าร)] กดั B

เมื�อพจึน์ั้แรกคือ n=1 เราจึะได้ั a1 11 1 1= − ⋅ =−( )

เมื�อพจึน์ั้ท่ั่� 2 คือ n=2 เราจึะได้ั a 2 21 2 2= − ⋅ =( )

เมื�อพจึน์ั้ท่ั่� 3 คือ n=3 เราจึะได้ั a 3 31 3 3= − ⋅ =−( )

เมื�อพจึน์ั้ท่ั่� 4 คือ n=4 เราจึะได้ั a 4 41 4 4= − ⋅ =( )

a a a a1 2 3 41 2 3 4=− = =− =, , ,

กดั w เลืือก [Table (ติาราง)] กดั |
แล้ืวล้ืางขอ้มูลืก่อนั้ห้น้ั้าโดัยืการกดั W
กดั I เลืือก [Define f(x)/g(x) 
(ก้ำาหนดค่ิา f(x)/g(x))] กดั | เลืือก 
[Define f(x) (ก้ำาหนดค่ิา f(x))] กดั |
ห้ลัืงจึากป้อนั้ f(x)=( )-1 xx            แล้ืว ให้้กดั B
กดั I เลืือก [Table Range (ช่ีวงติาราง)] กดั |
ห้ลัืงจึากป้อนั้ [Start (เร่�มต้ิน):1, End (สิ�นสุด):4, Step (ขั�น):1]

แล้ืว ให้้เลืือก [Execute (ดำาเนินก้าร)] กดั B



5-7-1-1p5

	 	 อนุมุานพจน์์ทั่่�วไปของลำำ�ดับ an   ด้้านล่า่ง
(1)	 3, 5, 7, 9, ...

(2)	 2, 4, 8, 16, ⋯⋯

a1=2×1+1, a2=2×2+1, a3=2×3+1, a4=2×4+1, ...
ดัังน้ั้�น เราจึงึสามารถอนุุมานให้้พจน์ท่ั่�วไปเป็็น an   =2n+1 ได้้
� a nn = +2 1

กด w เลืือก [Statistics (สถิิติิ)] กด | 
เลืือก [2-Variable (ตััวแปร 2 ตััว)] กด |
กด I เลืือก [Edit (แก้้ไข)] กด | 
เลืือก [Delete All (ลบท้ั้�งหมด)] กด |
หลังจากป้อน 1, 2, 3 และ 4 ในคอลััมน์์ 
x และป้อน 3, 5, 7 และ 9 ในคอลััมน์์ y 
ตามลำำ�ดัับแล้้ว ให้้กด B
เลืือก [Reg Results (ผลลััพธ์์การถดถอย)] 
กด | เลืือก [y=a+bx] กด |
เราสามารถยืืนยันได้้ว่า่ y=2x+1

กด `q[ สแกนคิิวอาร์์โค้้ดเพื่่�อแสดงกราฟ

a a a a1
1

2
2

3
3

4
42 2 2 2= = = =, , ,

ดัังน้ั้�น เราจึงึสามารถอนุุมานให้้พจน์ท่ั่�วไปเป็็น an n= 2                ได้้
� an n= 2

กด w เลืือก [Statistics (สถิิติิ)] กด | 
เลืือก [2-Variable (ตััวแปร 2 ตััว)] กด |
กด I เลืือก [Edit (แก้้ไข)] กด | 
เลืือก [Delete All (ลบท้ั้�งหมด)] กด |
หลังจากป้อน 1, 2, 3 และ 4 ในคอลััมน์์ 
x และป้อน 2, 4, 8 และ 16 ในคอลััมน์์ y 
ตามลำำ�ดัับแล้้ว ให้้กด B
เลืือก [Reg Results (ผลลััพธ์์การถดถอย)] 
กด | เลืือก [y=a×b^x] กด |
เราสามารถยืืนยันได้้ว่า่ y x= 2
กด `q[ สแกนคิิวอาร์์โค้้ดเพื่่�อ
แสดงกราฟ
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ลืำาดัับเลืขคณิิต
พจน์์ทัั่�วิไปของลําดับัเลขคณิติ
ลืำาดั้บซึึ่�งม่ื่ผลืต่างท่ี่�ได้้จากการน์ำาพจน์์ท่ี่�	n+1	ลืบด้้วยพจน์์ท่ี่�	n	เป็น์ค่ืาคืงตัวท่ี่�เท่ี่ากนั์	สำาหรื่บัที่กุจำาน์วน์เต็มื่บวก	n
เรื่ย่กวา่ลําดับัเลขคณิติ	แลืะ	เรื่ย่กค่ืาคืงตัวท่ี่�เป็น์ผลืต่างน่์�วา่ผลต่ิางรว่ิม (d)	เราสามื่ารถแสด้งพจน์์ทัี่�วไปข้องลืำาดั้บ
เลืข้คืณิิต	an			ท่ี่�ม่ื่พจน์์แรกเป็น์	a	แลืะผลืต่างรว่มื่เป็น์	d	ได้้ใน์รปูนิ์พจน์์เชิงเส้น์สําหรีบัั n	ดั้งต่อไปน่์�

2,	5,	8,	11,	...,	an ,	...
a2-a1=5-2=3,	a3-a2=8-5=3,	a4-a3=11-8=3,	...
เน่์�องจากผลืต่างระหวา่งพจน์์ท่ี่�เรื่ย่งติด้กนั์ค่ือค่ืาคืงตัว	ลืำาดั้บ	an				จงึเป็น์ลืำาดั้บเลืข้คืณิิตท่ี่�ม่ื่พจน์์แรกเป็น์	2	แลืะผลื
ต่างรว่มื่เป็น์	3

ค่าเฉลี�ยเลขคณิติ
เม่ื่�อ	a,	b	แลืะ	c	เรื่ย่งกนั์เป็น์ลืำาดั้บเลืข้คืณิิต	สมื่บัติต่าง	ๆ	ต่อไปน่์�จงึถกูต้อง	แลืะจะได้้วา่	b	ค่ือค่าเฉลี�ยเลขคณิติ

explanation

เน่์�องจากผลืต่างระหวา่ง	a	แลืะ	b	รวมื่ถงึ	b	แลืะ	c	ค่ือค่ืาคืงตัว	(ผลืต่างรว่มื่)	แลืว้จาก	b-a=c-b	เราจะได้้	

2b=a+c,	b a c
=
+

2

การทําความเขา้ใจวธิแีสดงลําดับเลขคณิตและพจน์ทัว่ไปของลําดับเลขคณิต

a1 ,	 a2 ,	 a3 ,	 … ,	 an-1 ,	 an ,	 …

+d +d +d

สมื่าชิ้ก	(n-1)

                                                

a a n dn = + −( )1

2b=a+c Þ b a c
=
+
2

ลืำาดัับเลืขคณิิตลืำาดัับเลืขคณิิต
ลําดับ: ลําดับลําดับ: ลําดับ
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	 จงแก้้โจทย์ต่์่อไปนี้้�
(1)	 หาพจน์์ทั่่�วไป an    ของลำำ�ดับเลขคณิิต  5, 9, 13, 17, ...
เน่ื่�องจากแต่่ละพจน์์คืือพจน์์ก่อ่นหน้้าบวกกับั 4 ผลต่างร่ว่มจึงึเป็็น 4
พจน์์แรกคืือ 5 ดังนั้้�นพจน์์ทั่่�วไปก็คื็ือ an   =5+(n-1)×4=4n+1

� a nn = +4 1

check

กด w เลือืก [Statistics (สถิิติิ)] กด | เลือืก [2-Variable (ตััวแปร 2 ตััว)] กด |

กด I เลือืก [Edit (แก้้ไข)] กด | เลือืก [Delete All (ลบท้ั้�งหมด)] กด |

ป้อน 1, 2, 3 และ 4 ในคอลัมัน์์ x และ 5, 9, 13 และ 17 ในคอลัมัน์์ y ตามลำำ�ดับ

เลือืก [Reg Results (ผลลััพธ์์การถดถอย)] กด | เลือืก [y=a+bx] กด |

เราสามารถยืืนยันัได้้ว่า่ y=4x+1

กด `q[ สแกนคิิวอาร์์โค้้ดเพ่ื่�อแสดงกราฟ

1B2B3B4BR$  5B9B13B17BB
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(2)	 สำำ�หรับัลำำ�ดับเลขคณิิต an   จงหาพจน์์แรกและผลต่างร่ว่มเม่ื่�อ a3=15 และ a7=27 นอกจากนี้้� จงหาพจน์์ทั่่�วไป an   
ด้้วย
โดยกำำ�หนดให้้พจน์์แรกคืือ a และผลต่างร่ว่มคืือ d และพจน์์ทั่่�วไปคืือ an   =a+(n-1)d

เน่ื่�องจากพจน์์ท่ี่� 3 คืือ 15, a+(3-1)d=15 และ a+2d=15  …( i )

เน่ื่�องจากพจน์์ท่ี่� 7 คืือ 27, a+(7-1)d=27 และ a+6d=27  …(ii)

จากการแก้ส้มการ ( i ) และ (ii) เราจะได้้ d=3 และ a=9

ดัังนั้้�น an   =9+(n-1)×3=3n+6

� พจน์แรก 9 ผลต่างร่ว่ม 3 และ a nn = +3 6

check

กด w เลือืก [Statistics (สถิิติิ)] กด | เลือืก [2-Variable (ตััวแปร 2 ตััว)] กด |

กด I เลือืก [Edit (แก้้ไข)] กด | เลือืก [Delete All (ลบท้ั้�งหมด)] กด |

ป้อน 3 และ 7 ในคอลัมัน์์ x และป้อน 15 และ 27 ในคอลัมัน์์ y ตามลำำ�ดับ

เลือืก [Reg Results (ผลลััพธ์์การถดถอย)] กด | เลือืก [y=a+bx] กด |

เราสามารถยืืนยันัได้้ว่า่ y=3x+6

กด `q[ สแกนคิิวอาร์์โค้้ดเพ่ื่�อแสดงกราฟ

(3)	 เม่ื่�อ 3, x และ 8 เรีี ยงกันัเป็็นลำำ�ดับเลขคณิิตตามลำำ�ดับนี้้� จงหาค่่าของ x

เน่ื่�องจาก 3, x และ 8 เรีี ยงกันัเป็็นลำำ�ดับเลขคณิิตตามลำำ�ดับนี้้� เราจึงึได้้ x =
+
=

    3 8

2

11

2

�

   11
2

3B7BR$  15B27BB
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	 จงแก้โจที่ยต่์อไปน่์�
(1) หาพจน์์ทัี่�วไป	an			ข้องลืำาดั้บเลืข้คืณิิต	 23,	21,	19,	17,	...	น์อกจากน่์�	จงหาวา่จำาน์วน์ลืบท่ี่�ปรากฎีจำาน์วน์แรกค่ือพจน์์ใด้

เนืั้�องจึากแต่ลืะพจึน์ั้คือพจึน์ั้ตัวก่อนั้ห้น้ั้าบวกกับ -2 ผลืต่างรว่มจึงึเป็นั้ -2

พจึน์ั้แรกคือ 23 ดัังนัั้�นั้พจึน์ั้ทัั่�วไปก็คือ an   =23+(n-1)×(-2)=-2n+25

นั้อกจึากน่ั้� จึำานั้วนั้ลืบท่ั่�ปรากฎจึำานั้วนั้แรกของพจึน์ั้ท่ั่� n คือจึำานั้วนั้นัั้บท่ั่�ม่ค่าน้ั้อยื
ท่ั่�สุดั n ซึึ่�งตรงกับ an   =-2n+25<0

จึาก -2n+25<0 เราจึะได้ั n>    25
2
     ดัังนัั้�นั้จึำานั้วนั้นัั้บท่ั่�ม่ค่าน้ั้อยืท่ั่�สุดั n ซึึ่�งตรงกับ

นิั้พจึน์ั้น่ั้�ก็คือ 13

ดัังนัั้�นั้ จึงึเป็นั้พจึน์ั้ท่ั่� 13
an   =-2n+25 พจึน์ั้ท่ั่� 13

กดั w เลืือก [Statistics (สถิิติิ)] กดั |
เลืือก [2-Variable (ตัิวแปร 2 ตัิว)] กดั |
กดั I เลืือก [Edit (แก้้ไข)] กดั |
เลืือก [Delete All (ลบทัั้�งหมด)] กดั |
ห้ลัืงจึากป้อนั้ 1, 2, 3 แลืะ 4 ในั้คอลัืมน์ั้ x
แลืะป้อนั้ 23, 21, 19 แลืะ 17 ในั้คอลัืมน์ั้ y
ตามลืำาดัับแล้ืว ให้้กดั B
เลืือก [Reg Results (ผลลัพธ์์ก้ารถิดถิอย)]

กดั | เลืือก [y=a+bx] กดั |
เราสามารถยืืนั้ยัืนั้ได้ัวา่ y=-2x+25

กดั `q[ สแกนั้คิิวอาร์โค้ิดเพื�อแสดังกราฟ
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(2)	 สำำ�หรับัลำำ�ดับเลขคณิิต an   จงหาพจน์์แรกและผลต่างร่ว่มเม่ื่�อ a4=
  11
5
   และ a8=

  21
5
   นอกจากนี้้� จงหาพจน์์ทั่่�วไป 

an    ด้้วย

(3)	 เม่ื่�อ x, 2x+3 และ 8 เรีี ยงกันัเป็็นลำำ�ดับเลขคณิิต จงหาค่่าของ x

โดยกำำ�หนดให้้พจน์แรกคืือ a และผลต่างร่ว่มคืือ d และพจน์ท่ั่�วไปคืือ  
an=a+(n-1)d

เนื่่�องจากพจน์ท่ี่� 4 คืือ    11
5
   เราจึงึได้้ a d a d+ − = + =( ) ,4 1

11
5

3
11
5

                                                                      …( i )

เนื่่�องจากพจน์ท่ี่� 8 คืือ    21
5
   เราจึงึได้้ a d a d+ − = + =( ) ,8 1

21
5

7
21
5

                                                                      …(ii)

จากการแก้้สมการ ( i ) และ (ii) เราจะได้้ d a= =  
   

1
2

7
10

,

ดัังน้ั้�น a n nn = + − ⋅ = +7
10

1
1
2

1
2

1
5   

        
( )

พจน์แรก 
7
10       ผลต่างร่ว่ม 

  1
2  และ 

a nn = +
     1
2

1
5

กด w เลืือก [Statistics (สถิิติิ)] กด | 
เลืือก [2-Variable (ตััวแปร 2 ตััว)] กด |
กด I เลืือก [Edit (แก้้ไข)] กด | 
เลืือก [Delete All (ลบท้ั้�งหมด)] กด |

หลังจากป้อน 4 และ 8 ในคอลััมน์์ x 

และป้อน    11
5
   และ    21

5
   ในคอลััมน์์ y 

ตามลำำ�ดัับแล้้ว ให้้กด B
เลืือก [Reg Results (ผลลััพธ์์การถดถอย)] 
กด | เลืือก [y=a+bx] กด |

เราสามารถยืืนยันได้้ว่า่ y x x= + = +0 5 0 2
1
2

1
5

. .
     

กด `q[ สแกนคิิวอาร์์โค้้ดเพื่่�อแสดงกราฟ

เนื่่�องจาก x, 2x+3 และ 8 เรี ียงกัันเป็็นลำำ�ดัับเลขคณิิต เราจึงึได้้  

2 3
8
2

x
x

+ =
+

                            , 2(2x+3)=x+8 และ x=
  2
3

�
  2
3
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ผลืรวมของลืำาดัับเลืขคณิิต
โด้ยกำาหน์ด้ให้ผลืรวมื่	Sn				ข้องพจน์์แรกถงึพจน์์ท่ี่�	n	ข้องลืำาดั้บเลืข้คืณิิต	an			ซึึ่�งม่ื่พจน์์แรกเป็น์	a	ผลืต่างรว่มื่เป็น์	d
จำาน์วน์พจน์์	n	แลืะพจน์์สดุ้ท้ี่ายเป็น์	l	เราสามื่ารถแสด้ง	Sn				ได้้	ดังนี์�

explanation

Sn =a+(a+d)+(a+2d)+	...	+(l-2d)+(l-d)+l	 …( i )

โด้ยการเรื่ย่งพจน์์ต่าง	ๆ	จากข้อ้	( i )	แบบกลืบัด้้าน์	เราจะได้้	Sn			=l+(l-d)+(l-2d)+	...	+(a+2d)+(a+d)+a	 …(ii)

จากการแกส้มื่การ	( i )+(ii)	เราจะได้้

ดั้งนั์�น์	จาก	2Sn			=n(a+l)	เราสามื่ารถหา	S n a ln = +
1

2  
( )																											ได้้

โด้ยการแที่น์ท่ี่�	l a n d= + −( )1																										ใน์สมื่การน่์�	เราสามื่ารถหา	S n a n dn = + −
1

2
2 1

  
{ ( ) }																																										ได้้

		 หาผลืรวมื่ข้องพจน์์แรกถงึพจน์์สดุ้ท้ี่ายข้องลืำาดั้บเลืข้คืณิิตท่ี่�ม่ื่พจน์์แรกเป็น์	3	ผลืต่างรว่มื่เป็น์	2	แลืะม่ื่พจน์์	15

พจน์์ค่ือ	S15
1

2
15 2 3 15 1 2 255= ⋅ ⋅ ⋅ + − ⋅ =

  
{ ( ) }

การทําความเขา้ใจวธิหีาผลรวมของลําดับเลขคณิต

S n a l n a n dn = + = + −
1
2

1
2
2 1

     
( ) { ( ) }

Sn = a + (a+d) + (a+2d) + …… + (l-2d) + (l-d) + l

+ ) Sn = l + (l-d) + (l-2d) + …… + (a+2d) + (a+d) + a

2Sn = (a+l) + (a+l) + (a+l) + …… + (a+l) + (a+l) + (a+l)

ผลืรวมของลืำาดัับเลืขคณิิต ผลืรวมของลืำาดัับเลืขคณิิต ((11))
ลําดับ: ลําดับลําดับ: ลําดับ
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	 จงแก้้โจทย์ต่์่อไปนี้้�
(1)	 หาผลรวม Sn    ของพจน์์แรกถึงึพจน์์ท่ี่� n ของลำำ�ดับเลขคณิิต  7, 10, 13, 16, ...
ผลรวม Sn    ของพจน์์แรกถึงึพจน์์ท่ี่� n ของลำำ�ดับเลขคณิิตท่ี่�มีีพจน์์แรกเป็็น 7 และผลต่างร่ว่มเป็็น 3 คืือ 	

S n n n n n nn = ⋅ + − ⋅ = + = +
1

2
2 7 1 3

1

2
3 11

3

2

11

2
2

      
  

{ ( ) } ( )

�
S n nn = +3

2
11
2

2

  
   

check

บนเครื่่�องคิิดเลขวิทิยาศาสตร์ ์ให้้ใช้้ฟังก์ชั์ันสถิิติิเพ่ื่�อยืืนยันัผลรวมของพจน์์แรกถึงึพจน์์ท่ี่� n ของลำำ�ดับเลขคณิิต
กด w เลือืก [Statistics (สถิิติิ)] กด | เลือืก [2-Variable (ตััวแปร 2 ตััว)] กด |

กด I เลือืก [Edit (แก้้ไข)] กด | เลือืก [Delete All (ลบท้ั้�งหมด)] กด |

ป้อน 1, 2 และ 3 ในคอลัมัน์์ x และป้อนผลรวมของลำำ�ดับเลขคณิิต 7, 7+10 และ 17+13 ในคอลัมัน์์ y ตามลำำ�ดับ

เลือืก [Reg Results (ผลลััพธ์์การถดถอย)] กด | เลือืก [y=a+bx+cx] กด |

เราสามารถยืืนยันัได้้ว่า่ y x x x x= + = +1 5 5 5
3

2

11

2
2 2. .

  
  

(2)	 หาผลรวม S13 ของลำำ�ดับเลขคณิิตท่ี่�มีีพจน์์แรกเป็็น -3 และพจน์์สุดุท้ายเป็็น 69 และมีีพจน์์ 13 ตัว นอกจากนี้้� จง
หาผลต่างร่ว่มด้้วย
ผลรวม S13 ของพจน์์แรกถึงึพจน์์ท่ี่� 13 ของลำำ�ดับเลขคณิิตท่ี่�มีีพจน์์แรกเป็็น -3 และพจน์์สุดุท้ายเป็็น 69 และมีี

พจน์์ 13 ตัวคืือ S13
1

2
13 3 69 429= ⋅ − + =

  
( )

แทนท่ี่� a=-3, l=69 และ n=13 ลงใน l a n d= + −( )1                          เพ่ื่�อท่ี่�จะได้้ 69=-3+(13-1)d สำำ�หรับั d=6

� S13=429 ผลต่างร่ว่มเป็็น 6
check

กด w เลือืก [Calculate (คำำ�นวณ)] กด |

1B2B3BR$

7B7+10B17+13BB

1a2$O13(p3+69)B
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(3)	 หาผลรวมของพจน์์แรกถึงึพจน์์ท่ี่� 6 ของลำำ�ดับเลขคณิิตท่ี่�มีีพจน์์แรกเป็็น 7 และผลต่างร่ว่มเป็็น -3 นอกจากนี้้� 
จงหาผลรวมของพจน์์ท่ี่� 7 ถึงึพจน์์ท่ี่� 15 ของลำำ�ดับเลขคณิิตด้้วย
ผลรวม Sn    ของพจน์์แรกถึงึพจน์์ท่ี่� n ของลำำ�ดับเลขคณิิตท่ี่�มีีพจน์์แรกเป็็น 7 และผลต่างร่ว่มเป็็น -3 คืือ 	

S n n n nn = ⋅ + − ⋅ − = − +
1

2
2 7 1 3

1

2
3 17

    
{ ( ) ( )} ( )

ผลรวมของพจน์์แรกถึงึพจน์์ท่ี่� 6 คืือ S6
1

2
6 3 6 17 3= ⋅ ⋅ − ⋅ + = −

  
( )

ผลรวมของพจน์์ท่ี่� 7 ถึงึพจน์์ท่ี่� 15 นั้้�นสามารถหาได้้โดย 	
(ผลรวมของพจน์์แรกถึงึพจน์์ท่ี่� 15)-(ผลรวมของพจน์์แรกถึงึพจน์์ท่ี่� 6)

ผลรวมของพจน์์แรกถึงึพจน์์ท่ี่� 15 คืือ S15
1

2
15 3 15 17 210= ⋅ ⋅ − ⋅ + = −

  
( )

ดัังนั้้�น S15-S6=-210+3=-207

�
ผลรวมของพจน์แรกถึึงพจน์ท่ี่� 6 คืือ…-3  
ผลรวมของพจน์ท่ี่� 7 ถึึงพจน์ท่ี่� 15 คืือ…-207

check

บนเครื่่�องคิิดเลขวิทิยาศาสตร์ ์ให้้ใช้้ฟังก์ชั์ันฟัังก์์ชัันในการบัันทึกนิิพจน์์เพ่ื่�อหาผลคูณูของลำำ�ดับเลขคณิิตใน f(x)

กด w เลือืก [Calculate (คำำ�นวณ)] กด |

ป้อน f(x)=
1

2
3 17

  
x x( )− +

คำำ�นวณผลรวมของพจน์์แรกถึงึพจน์์ท่ี่� 6

คำำ�นวณผลรวมของพจน์์ท่ี่� 7 ถึงึพจน์์ท่ี่� 15

กด Q เลือืก [Define f(x) (กำำ�หนดค่่า f(x))] กด |
1a2$[(p3[+17)B

กด Q เลือืก [f(x)] กด |, 6)B

Q|15)pQ|6)B
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	 จงแก้โจที่ยต่์อไปน่์�
(1)	 หาผลืรวมื่	Sn				ข้องพจน์์แรกถงึพจน์์ท่ี่�	n	ข้องลืำาดั้บเลืข้คืณิิต	 4,	11,	18,	25,	...

(2)	 หาผลืรวมื่	S17	ข้องลืำาดั้บเลืข้คืณิิตท่ี่�ม่ื่พจน์์แรกเป็น์	35	แลืะพจน์์สดุ้ท้ี่ายเป็น์	3	แลืะม่ื่พจน์์	17	พจน์์	น์อกจากน่์�	
หาผลืต่างรว่มื่ด้้วย

ผลืรวม Sn    ของพจึน์ั้แรกถึงพจึน์ั้ท่ั่� n ของลืำาดัับเลืขคณิิตท่ั่�ม่พจึน์ั้แรกเป็นั้ 4 แลืะ
ผลืต่างรว่มเป็นั้ 7 คือ 

S n nn = +
7
2

1
2

2

  
  

กดั w เลืือก [Statistics (สถิิติิ)] กดั |
เลืือก [2-Variable (ตัิวแปร 2 ตัิว)] กดั |
กดั I เลืือก [Edit (แก้้ไข)] กดั |
เลืือก [Delete All (ลบทัั้�งหมด)] กดั |
ห้ลัืงจึากป้อนั้ 1, 2 แลืะ 3 ในั้คอลัืมน์ั้ x แลืะป้อนั้ผลืรวมของลืำาดัับเลืขคณิิต 4, 4+11

แลืะ 15+18 ในั้คอลัืมน์ั้ y ตามลืำาดัับแล้ืว ให้้กดั B
เลืือก [Reg Results (ผลลัพธ์์ก้ารถิดถิอย)] กดั | เลืือก [y=a+bx+cx] กดั |

เราสามารถยืืนั้ยัืนั้ได้ัวา่ y x x x x= + = +3 5 0 5
7
2

1
2

2 2. .   
  

S n n n n n nn = ⋅ + − ⋅ = + = +1
2

2 4 1 7
1
2
7 1

7
2

1
2

2

        
  

{ ( ) } ( )

ผลืรวม S17 ของพจึน์ั้แรกถึงพจึน์ั้ท่ั่� 17 ของลืำาดัับเลืขคณิิตท่ั่�ม่พจึน์ั้แรกเป็นั้ 35 แลืะ

พจึน์ั้สุดัท้ั่ายืเป็นั้ 3 แลืะม่พจึน์ั้ 17 พจึน์ั้คือ S17
1
2
17 35 3 323= ⋅ ⋅ + =

  
( )

แทั่นั้ค่า a=35, l=3 แลืะ n=17 ลืงในั้ l a n d= + −( )1                                จึะได้ั 3=35+(17-1)d
สำาห้รีบั d=-2

S17=323 ผลืต่างรว่มเป็นั้ -2

กดั w เลืือก [Calculate (คิำานวณ)] กดั |

1a2$O17(35+3)B
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(3)	 หาผลรวมของพจน์์แรกถึงึพจน์์ท่ี่� 7 ของลำำ�ดับเลขคณิิตท่ี่�มีีพจน์์แรกเป็็น 1 และผลต่างร่ว่มเป็็น 4 นอกจากนี้้� หา
ผลรวมของพจน์์ท่ี่� 8 ถึงึพจน์์ท่ี่� 19 ของลำำ�ดับเลขคณิิตด้้วย

ผลรวม Sn    ของพจน์แรกถึึงพจน์ท่ี่� n ของลำำ�ดัับเลขคณิิตท่ี่�มีีพจน์แรกเป็็น 1 และ
ผลต่างร่ว่มเป็็น 4 คืือ 

ผลรวมของพจน์แรกถึึงพจน์ท่ี่� 7 คืือ S7=7×(2×7-1)=91

ผลรวมของพจน์ท่ี่� 8 ถึึงพจน์ท่ี่� 19 น้ั้�นสามารถหาได้้โดย  
(ผลรวมของพจน์แรกถึึงพจน์ท่ี่� 19)-(ผลรวมของพจน์แรกถึึงพจน์ท่ี่� 7)

ผลรวมของพจน์แรกถึึงพจน์ท่ี่� 19 คืือ S19=19×(2×19-1)=703

ดัังน้ั้�น S19-S7=703-91=612

ผลรวมของพจน์แรกถึึงพจน์ท่ี่� 7 คืือ…91 
ผลรวมของพจน์ท่ี่� 8 ถึึงพจน์ท่ี่� 19 คืือ…612

บัันทึกนิิพจน์ f(x)

ผลรวมของพจน์แรกถึึงพจน์ท่ี่� 7

ผลรวมของพจน์ท่ี่� 8 ถึึงพจน์ท่ี่� 19

S n n n nn = ⋅ + − ⋅ = −1
2

2 1 1 4 2 1  
{ ( ) } ( )

QRR|[(2[p1)B

Q|7)B

Q|19)pQ|7)B
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ผลืรวมของลืำาดัับของจึำานั้วนั้นัั้บต่าง ๆ
ผลรวิมของจาํน์วิน์นั์บัตัิ�งแต่ิ 1 ถึง n
เราสามื่ารถหาผลืรวมื่ข้องจำาน์วน์นั์บตั�งแต่	1	ถงึ	n	ได้้โด้ยใช้้สตูรต่อไปน่์�

explanation

เน่์�องจากจำาน์วน์นั์บ	ซึึ่�งม่ื่	1,	2,	3,	...	,	n	เป็น์ลืำาดั้บเลืข้คืณิิตท่ี่�ม่ื่พจน์์แรกเป็น์	1	ผลืต่างรว่มื่เป็น์	1	แลืะม่ื่พจน์์	n	พจน์์ท่ี่�
ม่ื่พจน์์สดุ้ท้ี่ายเป็น์	n	เราสามื่ารถหาผลืรวมื่ได้้โด้ยใช้้สตูรสำาหรื่บัผลืรวมื่ข้องลืำาดั้บเลืข้คืณิิตดั้งต่อไปน่์�

1 2 3
1

2
1

1

2
1+ + + + = + = + n n n n n

    
( ) ( )

ผลรวิมของลําดับัพหคุณูของ 2
เราสามื่ารถหาผลืรวมื่ข้องลืำาดั้บพหคุืณูิข้อง	2	ได้้โด้ยใช้้สตูรต่อไปน่์�

2 4 6 2 1+ + + + = + n n n( )

explanation

เน่์�องจากลืำาดั้บพหคุืณูิข้อง	2	ซึึ่�งม่ื่	2,	4,	6,	...	,	2n	เป็น์ลืำาดั้บเลืข้คืณิิตท่ี่�ม่ื่พจน์์แรกเป็น์	2	ผลืต่างรว่มื่เป็น์	2	แลืะม่ื่พจน์์	
n	พจน์์ท่ี่�ม่ื่พจน์์สดุ้ท้ี่ายเป็น์	2n	เราสามื่ารถหาผลืรวมื่ได้้โด้ยใช้้สตูรสำาหรื่บัผลืรวมื่ข้องลืำาดั้บเลืข้คืณิิตได้้ดั้งต่อไปน่์�

2 4 6 2
1

2
2 2 1+ + + + = + = + n n n n n

  
( ) ( )

การทําความเขา้ใจวธิหีาผลรวมของลําดับของจาํนวนธรรมชาติต่าง ๆ

1 2 3
1
2

1+ + + + = + n n n
  
( )

ผลืรวมของลืำาดัับเลืขคณิิต ผลืรวมของลืำาดัับเลืขคณิิต ((22))
ลําดับ: ลําดับลําดับ: ลําดับ
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	 หาผลรวมของจำำ�นวนนับตั้้�งแต่่ 1 ถึงึ 100

(1)	 ผลคูณูของ 3
จากจำำ�นวนนับตั้้�งแต่่ 1 ถึงึ 100 พหุคุูณูของ 3 เรีี ยงลำำ�ดับเป็็น 3, 6, 9, 12, ... , 96, 99

โดยการเขีียนส่วนนี้้�ใหม่่เป็็น 3×1, 3×2, 3×3, 3×4, ... , 3×32, 3×33 ก็จ็ะกลายเป็็นลำำ�ดับเลขคณิิตท่ี่�มีีพจน์์แรกเป็็น 3 	
ผลต่างร่ว่มเป็็น 3 พจน์์สุดุท้ายเป็็น 99 และมีีพจน์์ 33 พจน์์

ดัังนั้้�น ผลรวมคืือ 1
2
33 3 99 1683

  
⋅ ⋅ + =( )

� 1683
(2)	 จำำ�นวนท่ี่�เหลือืเศษ 1 เม่ื่�อหารด้้วย 3
จากจำำ�นวนนับตั้้�งแต่่ 1 ถึงึ 100 จำำ�นวนท่ี่�เหลือืเศษ 1 เม่ื่�อหารด้้วย 3 เรีี ยงลำำ�ดับเป็็น 	
3×0+1, 3×1+1, 3×2+1, ... , 3×33+1

ลำำ�ดับนี้้�จะกลายเป็็นลำำ�ดับเลขคณิิตท่ี่�มีีพจน์์แรกเป็็น 1 ผลต่างร่ว่มเป็็น 3 และพจน์์สุดุท้ายเป็็น 100 และมีีจำำ�นวน
พจน์์ n พจน์์คืือ 33+1=34 แล้ว้จะได้้ n=34

ดัังนั้้�น ผลรวมคืือ 1
2
34 1 100 1717

  
⋅ ⋅ + =( )

� 1717
(3)	 จำำ�นวนท่ี่�หารด้้วย 3 ไม่่ลงตััว
เน่ื่�องจาก (ผลรวมของจำำ�นวนท่ี่�หารด้้วย 3 ไม่่ลงตััว) 

=(ผลรวมของจำำ�นวนนับตั้้�งแต่่ 1 ถึงึ 100)-(ผลรวมของพหุคุูณูของ 3 ตั้้�งแต่่ 1 ถึงึ 100)

(ผลรวมของจำำ�นวนธรรมชาติิตั้้�งแต่่ 1 ถึงึ 100)=1+2+3+ ... +99+100=
1

2
100 1 100 5050

  
⋅ ⋅ + =( )

จากข้อ้ (1) เราจึงึทราบว่า่ผลรวมของพหุคุูณูของ 3 ตั้้�งแต่่ 1 ถึงึ 100 คืือ 1683

ดัังนั้้�น เราจึงึหาได้้ว่า่ผลรวมคืือ 5050-1683=3367

� 3367

check

บนเครื่่�องคิิดเลขวิทิยาศาสตร์ ์ให้้ใช้้ปุ่่�ม เก็บ็ค่่าตััวแปร หลังัจากบัันทึกสูตูรแล้ว้ ให้้ป้อนค่าสำำ�หรับั A (จำำ�นวนพจน์์), 	
B (พจน์์แรก) และ C (พจน์์สุดุท้าย) เพ่ื่�อหาค่่า
กด w เลือืก [Calculate (คำำ�นวณ)] กด |

ป้อนสูตูร 
1

2  
A(B C)+                  สำำ�หรับัผลรวมของลำำ�ดับเลขคณิิต

(1)	 บนหน้้าจอตััวแปร ให้้ป้อน [A=33, B=3, C=99] แล้ว้คำำ�นวณ

(2)	 ด้้วยวิธิีกีารเดีียวกันั ให้้ป้อน [A=34, B=1, C=100] แล้ว้คำำ�นวณ

(3)	 ด้้วยวิธิีกีารเดีียวกันั ให้้ป้อน [A=100, B=1, C=100] แล้ว้คำำ�นวณ

1a2$q4(q5+q6)

'33B$3B$99B  `B

'34B$1B$100B  `B

'100B$1B$100B  `B



5-7-1-4p3

	 หาผลืรวมื่ข้องจำาน์วน์นั์บตั�งแต่	1	ถงึ	200

(1)	 พหคุืณูิข้อง	4

(2)	 จำาน์วน์ท่ี่�เหลือ่เศษ	3	เม่ื่�อหารด้้วย	4

(3)	 จำาน์วน์ท่ี่�หารด้้วย	4	ไม่ื่ลืงตัว

จึากจึำานั้วนั้นัั้บตั�งแต่ 1 ถึง 200 พหุ้คณูิของ 4 เรีย่ืงลืำาดัับเป็นั้ 4, 8, 12, 16,…, 196, 200
โดัยืการเขย่ืนั้ส่วนั้น่ั้� ให้ม่เป็นั้ 4×1, 4×2, 4×3, 4×4, ... , 4×49, 4×50 ก็จึะกลืายืเป็นั้ลืำาดัับ
เลืขคณิิตท่ั่�ม่พจึน์ั้แรกเป็นั้ 4 ผลืต่างรว่มเป็นั้ 4 พจึน์ั้สุดัท้ั่ายืเป็นั้ 200 แลืะม่พจึน์ั้ 50 พจึน์ั้
ดัังนัั้�นั้ ผลืรวมคือ 1

2
50 4 200 5100  
⋅ ⋅ + =( )

5100

จึากจึำานั้วนั้นัั้บตั�งแต่ 1 ถึง 200 จึำานั้วนั้ท่ั่�เห้ลืือเศษ 3 เมื�อห้ารด้ัวยื 4
เรีย่ืงลืำาดัับเป็นั้ 4×0+3, 4×1+3, 4×2+3, ... , 4×49+3
ลืำาดัับน่ั้�จึะกลืายืเป็นั้ลืำาดัับเลืขคณิิตท่ั่�ม่พจึน์ั้แรกเป็นั้ 3 ผลืต่างรว่มเป็นั้ 4 แลืะพจึน์ั้
สุดัท้ั่ายืเป็นั้ 199 แลืะม่จึำานั้วนั้พจึน์ั้ n พจึน์ั้คือ 49+1=50 แล้ืวจึะได้ั n=50

ดัังนัั้�นั้ ผลืรวมคือ 1
2
50 3 199 5050  
⋅ ⋅ + =( )

5050

เนืั้�องจึาก (ผลืรวมของจึำานั้วนั้ท่ั่�ห้ารด้ัวยื 4 ไม่ลืงตัว)
=(ผลืรวมของจึำานั้วนั้นัั้บตั�งแต่ 1 ถึง 200)-(ผลืรวมของพหุ้คณูิของ 4 ตั�งแต่ 1 ถึง 200)
(ผลืรวมของจึำานั้วนั้ธรรมช้าติตั�งแต่ 1 ถึง 200)

=1+2+3+ ... +199+200= 1
2
200 1 200 20100  
⋅ ⋅ + =( )

จึากขอ้ (1) เราจึงึทั่ราบวา่ผลืรวมของพหุ้คณูิของ 4 ตั�งแต่ 1 ถึง 200 คือ 5100

ดัังนัั้�นั้ จึงึห้าได้ัวา่ผลืรวมคือ 20100-5100=15000

15000

(1)

(2)

(3)

1a2$q4(q5+q6)

'50B$4B$200B `B

'50B$3B$199B `B

'200B$1B$200B `B
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ลืำาดัับเรขาคณิิต
พจน์์ทัั่�วิไปของลําดับัเรขาคณิติ
พิจารณิาลืำาดั้บซึึ่�งม่ื่อตัราส่วน์ข้องพจน์์ท่ี่�	n+1	ต่อพจน์์ท่ี่�	n	เป็น์ค่ืาคืงตัวท่ี่�เท่ี่ากนั์	สำาหรื่บัที่กุจำาน์วน์เต็มื่บวก	n	จะ
เรื่ย่กวา่ลําดับัเรขาคณิติ	แลืะเรื่ย่กค่ืาคืงตัวท่ี่�เป็น์อตัราส่วน์	(r)	น่์�วา่อตัิราส่วิน์รว่ิม	เราสามื่ารถแสด้งพจน์์ทัี่�วไปข้อง
ลืำาดั้บเรข้าคืณิิต	an			ท่ี่�ม่ื่พจน์์ตัวแรกเป็น์	a	แลืะอตัราส่วน์รว่มื่เป็น์	r	ได้้ดั้งต่อไปน่์�

1,	3,	9,	27,	...	,	an ,	...
a
a

a
a

a
a

2

1

3

2

4

3

3

1
3

9

3
3

27

9
3= = = = = =

    
  

, , ,

เน่์�องจากอตัราส่วน์ระหวา่งพจน์์ท่ี่�เรื่ย่งติด้กนั์ค่ือค่ืาคืงตัว	ลืำาดั้บ	an				จงึเป็น์ลืำาดั้บเรข้าคืณิิตท่ี่�ม่ื่พจน์์แรกเป็น์	1	แลืะ
อตัราส่วน์รว่มื่เป็น์	3

ค่าเฉลี�ยเรขาคณิติ
เม่ื่�อ	a,	b	แลืะ	c	เรื่ย่งกนั์เป็น์ลืำาดั้บเรข้าคืณิิต	สมื่บัติต่าง	ๆ	ต่อไปน่์�จงึถกูต้อง	แลืะแลืะจะได้้วา่	b	ค่ือค่าเฉลี�ย
เรขาคณิติ

explanation

กำาหน์ด้ให้อตัราส่วน์รว่มื่เป็น์	r	แลืว้จาก	b ar c ar= =, 2																									เราจะได้้	b a r ac a r2 2 2 2 2= =,																																	ดั้งนั์�น์	b ac2 =

การทําความเขา้ใจวธิแีสดงลําดับเรขาคณิตและพจน์ทัว่ไปของลําดับเรขาคณิต

a arn
n= −1

a1 ,	 a2 ,	 a3 ,	 … ,	 an-1 ,	 an ,	 …

´r ´r ´r

สมื่าชิ้ก	(n-1)

                                                

b ac2 =                (เมื�อ a¹0, b¹0 แลืะ c¹0)

ลืำาดัับเรขาคณิิตลืำาดัับเรขาคณิิต
ลําดับ: ลําดับลําดับ: ลําดับ
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	 จงแก้้โจทย์ต่์่อไปนี้้�
(1)	 หาพจน์์ทั่่�วไป an    ของลำำ�ดับเรขาคณิิต  3, 6, 12, 24, ...
เน่ื่�องจากแต่่ละพจน์์คืือพจน์์ก่อ่นหน้้าคูณูกับั 2 อัตัราส่่วนร่ว่มจึงึเป็็น 2
เน่ื่�องจากพจน์์แรกคืือ 3 พจน์์ทั่่�วไปจึงึเป็็น an n= ⋅ −3 2 1

� an n= ⋅ −3 2 1

check

กด w เลือืก [Statistics (สถิิติิ)] กด | เลือืก [2-Variable (ตััวแปร 2 ตััว)] กด |

กด I เลือืก [Edit (แก้้ไข)] กด | เลือืก [Delete All (ลบท้ั้�งหมด)] กด |

ป้อน 1, 2, 3 และ 4 ในคอลัมัน์์ x และ 3, 6, 12 และ 24 ในคอลัมัน์์ y ตามลำำ�ดับ

เลือืก [Reg Results (ผลลััพธ์์การถดถอย)] กด | เลือืก [y=a×b^x] กด |

เราสามารถยืืนยันัได้้ว่า่ y x x x= ⋅ = ⋅ = ⋅ −1 5 2
3

2
2 3 2 1.

  

กด `q[ สแกนคิิวอาร์์โค้้ดเพ่ื่�อแสดงกราฟ

1B2B3B4BR$  3B6B12B24BB
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(2)	 สำำ�หรับัลำำ�ดับเรขาคณิิต an   ซ่ึ่�งมีีอัตัราส่่วนร่ว่มเป็็นบวก จงหาพจน์์แรกและอัตัราส่่วนร่ว่มเม่ื่�อ a2=6 และ a4=54 
นอกจากนี้้� จงหาพจน์์ทั่่�วไป an    ด้้วย
โดยกำำ�หนดให้้พจน์์แรกคืือ a และอัตัราส่่วนร่ว่มคืือ r และพจน์์ทั่่�วไปคืือ a arn

n= −1

เน่ื่�องจากพจน์์ท่ี่� 2 คืือ 6 จะได้้ ar ar2 1 6 6− = =,                             …( i )

เน่ื่�องจากพจน์์ท่ี่� 4 คืือ 54 จะได้้ ar ar4 1 354 54− = =,                                   …(ii)

จากการแก้ส้มการ ( i ) และ (ii) เราจะได้้ r=9 และ r>0 ดังนั้้�น r=3

ในกรณีีนี้้� a=2

ดัังนั้้�น an n= ⋅ −2 3 1

� พจน์แรก 2 อััตราส่่วนร่ว่ม 3 และ an n= ⋅ −2 3 1

check

กด w เลือืก [Statistics (สถิิติิ)] กด | เลือืก [2-Variable (ตััวแปร 2 ตััว)] กด |

กด I เลือืก [Edit (แก้้ไข)] กด | เลือืก [Delete All (ลบท้ั้�งหมด)] กด |

ป้อน 2 และ 4 ในคอลัมัน์์ x และป้อน 6 และ 54 ในคอลัมัน์์ y ตามลำำ�ดับ

เลือืก [Reg Results (ผลลััพธ์์การถดถอย)] กด | เลือืก [y=a×b^x] กด |

เราสามารถยืืนยันัได้้ว่า่ y x x x= ⋅ = ⋅ = ⋅ −0 6 3
2

3
3 2 3 1. 

  

กด `q[ สแกนคิิวอาร์์โค้้ดเพ่ื่�อแสดงกราฟ

(3)	 เม่ื่�อ 3, x และ 12 เรีี ยงกันัเป็็นลำำ�ดับเรขาคณิิต จงหาค่่าของ x
เน่ื่�องจาก 3, x และ 12 เรีี ยงกันัเป็็นลำำ�ดับเรขาคณิิตตามลำำ�ดับนี้้� จะได้้ x=3×12=36

ดัังนั้้�น x=±6

� ±6

2B4BR$  6B54BB
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	 จงแก้โจที่ยต่์อไปน่์�
(1)	 หาพจน์์ทัี่�วไป	an				ข้องลืำาดั้บเรข้าคืณิิต	 16,	8,	4,	2,	...

เนืั้�องจึากแต่ลืะพจึน์ั้คือพจึน์ั้ก่อนั้ห้น้ั้าคณูิกับ 
1
2     อัตราส่วนั้รว่มจึงึเป็นั้ 

1
2  

เนืั้�องจึากพจึน์ั้แรกคือ 16 พจึน์ั้ทัั่�วไปจึงึเป็นั้ an
n

= ⋅









−

16
1
2

1

  
an

n

= ⋅









−

16
1
2

1

  

กดั w เลืือก [Statistics (สถิิติิ)] กดั |
เลืือก [2-Variable (ตัิวแปร 2 ตัิว)] กดั |
กดั I เลืือก [Edit (แก้้ไข)] กดั |
เลืือก [Delete All (ลบทัั้�งหมด)] กดั |
ห้ลัืงจึากป้อนั้ 1, 2, 3 แลืะ 4 ในั้คอลัืมน์ั้ 
x แลืะป้อนั้ 16, 8, 4 แลืะ 2 ในั้คอลัืมน์ั้ y
ตามลืำาดัับแล้ืว ให้้กดั B
เลืือก [Reg Results (ผลลัพธ์์ก้ารถิดถิอย)]

กดั | เลืือก [y=a×b^x] กดั |
เราสามารถยืืนั้ยัืนั้ได้ัวา่ 

                               
.

กดั `q[ สแกนั้คิิวอาร์โค้ิดเพื�อแสดังกราฟ

y x
x

= ⋅ = ⋅








⋅









= ⋅


−

32 0 5 32
1
2

1
2

16
1
2

1

.      

  






−x 1
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(2)	 สำำ�หรับัลำำ�ดับเรขาคณิิต an   จงหาพจน์์แรกและอัตัราส่่วนร่ว่มเม่ื่�อ a3=20 และ a6=160 และหาพจน์์ทั่่�วไป an   

(3)	 เม่ื่�อ 25, x และ 1 เรีี ยงกันัเป็็นลำำ�ดับเรขาคณิิต จงหาค่่าของ x

กำำ�หนดให้้พจน์แรกคืือ a และอััตราส่่วนร่ว่มคืือ r และพจน์ท่ั่�วไปคืือ a arn
n= −1

เนื่่�องจากพจน์ท่ี่� 3 คืือ 20 เราจึงึได้้ ar ar3 1 220 20− = =,                                         …( i )

เนื่่�องจากพจน์ท่ี่� 6 คืือ 160 เราจึงึได้้ ar ar6 1 5160 160− = =,                                             …(ii)

จากการแก้้สมการ ( i ) และ (ii) จะได้้ r r3 8 2= =,
ในกรณีีนี้้� a=5

ดัังน้ั้�น an n= ⋅ −5 2 1

พจน์แรก 5 อััตราส่่วนร่ว่ม 2 และ an n= ⋅ −5 2 1

กด w เลืือก [Statistics (สถิิติิ)] กด | 
เลืือก [2-Variable (ตััวแปร 2 ตััว)] กด |
กด I เลืือก [Edit (แก้้ไข)] กด | 
เลืือก [Delete All (ลบท้ั้�งหมด)] กด |
หลังจากป้อน 3 และ 6 ในคอลััมน์์ x 
และป้อน 20 และ 160 ในคอลััมน์์ y  
ตามลำำ�ดัับแล้้ว ให้้กด B
เลืือก [Reg Results (ผลลััพธ์์การถดถอย)]  
กด | เลืือก [y=a×b^x] กด |
เราสามารถยืืนยันได้้ว่า่  

y x x x= ⋅ = ⋅ = ⋅ −2 5 2
5
2
2 5 2 1.

  

กด `q[ สแกนคิิวอาร์์โค้้ดเพื่่�อแสดงกราฟ

เนื่่�องจาก 25, x และ 1 เรี ียงกัันเป็็นลำำ�ดัับเรขาคณิิต จะได้้ x 2 25 1 25= ⋅ =
ดัังน้ั้�น x=±5

� ±5
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ผลืรวมของลืำาดัับเรขาคณิิต
โด้ยกำาหน์ด้ให้	Sn				ค่ือผลืรวมื่ข้องพจน์์แรกถงึพจน์์ท่ี่�	n	ข้องลืำาดั้บเรข้าคืณิิต	an			ท่ี่�ม่ื่พจน์์แรกเป็น์	a	แลืะอตัราส่วน์
รว่มื่เป็น์	r	แลืว้เราจงึสามื่ารถแสด้ง	Sn				ได้้ดั้งต่อไปน่์�

explanation

S a ar ar ar arn
n n= + + + + +− −2 2 1

 	 …( i )

คืณูิทัี่�งสองด้้าน์ข้องข้อ้	( i )	ด้้วย	r	เพ่�อท่ี่�จะได้้	rS ar ar ar ar arn
n n= + + + + +−2 3 1

																																																																										 …(ii)

จากข้อ้	( i )-(ii)	เราจะได้้	

ดั้งนั์�น์	จาก	( ) ( )1 1− = −r S a rn
n																																		เม่ื่�อ	r¹1	จะได้้	S a r

r
n

n

=
−
−
( )1

1
																								

โด้ยการคืณูิตัวเศษแลืะตัวส่วน์ท่ี่�ด้้าน์ข้วาม่ื่อข้องสตูรน่์�ด้้วย	-1	จะได้้	S a r
r

n

n

=
−
−

( )1

1
																									

ซึึ่�งเราสามื่ารถใช้้วธิีก่ารน่์� ได้้งา่ย	ๆ	อย่างเหมื่าะสมื่	ดั้งนั์�น์เม่ื่�อ	r>1	แลืว้	S a r
r

n

n

=
−
−

( )1

1
																									แลืะเม่ื่�อ	r<1	แลืว้	

S
a r

r
n

n

=
−
−
( )1

1

น์อกจากน่์�	เม่ื่�อ	r=1	เรายงัสามื่ารถหา	Sn			=a+a+a+	...	+a=na	ได้้

		 ผลืรวมื่ข้องพจน์์แรกถงึพจน์์สดุ้ท้ี่ายข้องลืำาดั้บเรข้าคืณิิตท่ี่�ม่ื่พจน์์แรกเป็น์	3	อตัราส่วน์รว่มื่เป็น์	2	แลืะม่ื่พจน์์	6

พจน์์	ค่ือ	S6
63 2 1

2 1
189=

−
−

=
( )

  

	 	 หาผลืรวมื่ข้องพจน์์แรกถงึพจน์์ท่ี่�	4	ข้องลืำาดั้บเรข้าคืณิิตท่ี่�ม่ื่พจน์์แรกเป็น์	5	แลืะผลืต่างรว่มื่เป็น์	-4

-255

การทําความเขา้ใจวธิหีาผลรวมของลําดับเรขาคณิต

( i ) เมื�อ r¹1, S
a r

r
a r
rn

n n

=
−
−

=
−
−

( ) ( )1
1

1
1

(ii) เมื�อ r=1, S nan =

Sn = a + ar + ar 2 + ... + arn-2 + arn-1

- ) rSn = ar + ar 2 + ... + arn-2 + arn-1 + arn

Sn -rSn = a - arn

S 4
45 1 4

1 4
255=

− −
− −

= −
{ ( ) }

( ) 

ผลืรวมของลืำาดัับเรขาคณิิต ผลืรวมของลืำาดัับเรขาคณิิต ((11))
ลําดับ: ลําดับลําดับ: ลําดับ
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check

บนเครื่่�องคิิดเลขวิทิยาศาสตร์ ์ให้้ใช้้ปุ่่�ม เก็บ็ค่่าตััวแปร หลังัจากบัันทึกสูตูรแล้ว้ ให้้ป้อนค่าสำำ�หรับั A (พจน์์แรก), 	
B (อัตัราส่่วนร่ว่ม) และ C (จำำ�นวนพจน์์) เพ่ื่�อหาค่่า
กด w เลือืก [Calculate (คำำ�นวณ)] กด |

ป้อนสูตูร 
A( B )

B

C1

1

-
-                สำำ�หรับัผลรวมของลำำ�ดับเรขาคณิิต

บนหน้้าจอตััวแปร ให้้ป้อน [A=5, B=-4, C=4] แล้ว้คำำ�นวณ

	 แก้้โจทย์ต่์่อไปนี้้�เกี่่�ยวกับัลำำ�ดับเรขาคณิิต  4, 12, 36, 108, ... 
(1)	 หาผลรวม Sn    ของพจน์์แรกถึงึพจน์์ท่ี่� n
ผลรวม Sn    ของพจน์์แรกถึงึพจน์์ท่ี่� n ของลำำ�ดับเรขาคณิิตท่ี่�มีีพจน์์แรกเป็็น 4 และอัตัราส่่วนร่ว่มเป็็น 3 คืือ 	

Sn
n

n=
−
−

= −
4 3 1

3 1
2 3 1

( )
( )

� Sn n= −2 3 1( )

(2)	 หาผลรวมของพจน์์แรกถึงึพจน์์ท่ี่� 8
ผลรวมของพจน์์แรกถึงึพจน์์ท่ี่� 8 คืือ S8 82 3 1 13120= − =( )

� 13120
(3)	 หาผลรวมของพจน์์ท่ี่� 6 ถึงึพจน์์ท่ี่� 10

(ผลรวมของพจน์์ท่ี่� 6 ถึงึพจน์์ท่ี่� 10)=(ผลรวมของพจน์์แรกถึงึพจน์์ท่ี่� 10)-(ผลรวมของพจน์์แรกถึงึพจน์์ท่ี่� 5)=S10-S5 
ดัังนั้้�น เราจึงึสามารถหาผลรวมของ 	
S S10 5

10 5 10 5 5 52 3 1 2 3 1 2 3 2 3 2 3 3 1 2 243 242 1− = − − − = ⋅ − ⋅ = ⋅ ⋅ − = ⋅ ⋅ =( ) ( ) ( ) 117612

� 117612

check

บนเครื่่�องคิิดเลขวิทิยาศาสตร์ ์ให้้ใช้้ปุ่่�ม เก็บ็ค่่าฟังก์ชั์ัน ในการบัันทึกนิิพจน์์เพ่ื่�อหาผลคูณูของลำำ�ดับเรขาคณิิตใน f(x)

ป้อน f(x)=
4 3 1

3 1

( )x -
-

(2)	 คำำ�นวณผลรวมของพจน์์แรกถึงึพจน์์ท่ี่� 8

(3)	 คำำ�นวณผลรวมของพจน์์ท่ี่� 6 ถึงึพจน์์ท่ี่� 10

q4(1pq5^q6$)a1pq5

'5B$p4B$4B  `B

QRR|4(3^[$p1)a3p1B

Q|8)B

Q|10)pQ|5)B
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	 หาอัตัราส่่วนร่ว่มของลำำ�ดับเรขาคณิิตท่ี่�มีีพจน์์แรกเป็็น 2 และผลรวมของพจน์์แรกถึงึพจน์์ท่ี่� 3 เป็็น 62

โดยให้้ r เป็็นอัตัราส่่วนร่ว่ม
เม่ื่�อ r=1 ผลรวมของพจน์์แรกถึงึพจน์์ท่ี่� 3 คืือ 3×2=6 ซ่ึ่�งไม่่เหมาะสม

เม่ื่�อ r¹1 ผลรวมของพจน์์แรกถึงึพจน์์ท่ี่� 3 คืือ 62 ดังนั้้�น 
2 1

1
62

3( )−
−

=
r
r

จะได้้ว่า่ 2 1 1

1
62 2 1 62 30 0 5 6 0

2
2 2( )( )

, ( ) , ,( )( ) ,
− + +

−
= + + = + − = − + =

r r r
r

r r r r r r r == −5 6,

� 5, -6

check

บนเครื่่�องคิิดเลขวิทิยาศาสตร์ ์ให้้ใช้้ฟังก์ชั์ันสมการเพ่ื่�อหาอัตัราส่่วนร่ว่มของลำำ�ดับเรขาคณิิต โดยท่ี่� a=2 และ S3=62

กด w เลือืก [Equation (สมการ)] กด | เลือืก [Solver (การแก้้สมการ)] กด |

ป้อนสมการ 
2 1

1
62

3( )−
−

=
x
x

เพ่ื่�อหาคำำ�ตอบท่ี่�เป็็นบวก ให้้ป้อนค่าเริ่่ �มต้นเป็็น (*)x=2

เพ่ื่�อหาคำำ�ตอบท่ี่�เป็็นลบ ให้้ป้อนค่าเริ่่ �มต้นเป็็น x=-2

*Initial value (ค่่าเริ่่ �มต้น): ค่าท่ี่�ป้อนเม่ื่�อคุณุเริ่่ �มต้นคำำ�นวณ ป้อนค่าท่ี่�ใกล้เ้คีียงกับัคำำ�ตอบของโจทย์์

2(1p[^3$)a1p[$q(62B

2BB

`p2BB
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	 	 หาผลืรวมื่ข้องพจน์์แรกถงึพจน์์ท่ี่�	6	ข้องลืำาดั้บเรข้าคืณิิตท่ี่�ม่ื่พจน์์แรกเป็น์	3	แลืะผลืต่างรว่มื่เป็น์	5

	 แก้โจที่ยต่์อไปน่์�เก่�ยวกบัลืำาดั้บเรข้าคืณิิต	 7,	14,	28,	56,	...
(1)	 หาผลืรวมื่	Sn				ข้องพจน์์แรกถงึพจน์์ท่ี่�	n

(2)	 หาผลืรวมื่ข้องพจน์์แรกถงึพจน์์ท่ี่�	11

(3)	 หาผลืรวมื่ข้องพจน์์ท่ี่�	9	ถงึพจน์์ท่ี่�	16

 11718

กดั w เลืือก [Calculate (คิำานวณ)] กดั |

S 6
63 5 1
5 1

11718=
−
−

=
( )
 

q4(q5^q6$p1)aq5p1

'3B$5B$6B `B

ผลืรวม Sn    ของพจึน์ั้แรกถึงพจึน์ั้ท่ั่� n ของลืำาดัับเรขาคณิิตท่ั่�ม่พจึน์ั้แรกเป็นั้ 7 แลืะ

อัตราส่วนั้รว่มเป็นั้ 2 คือ Sn
n

n=
−
−

= −7 2 1
2 1

7 2 1
( )

( )

Sn n= −7 2 1( )

ผลืรวมของพจึน์ั้แรกถึงพจึน์ั้ท่ั่� 11 คือ S11 117 2 1 14329= − =( )

14329

(ผลืรวมของพจึน์ั้ท่ั่� 9 ถึงพจึน์ั้ท่ั่� 16)
=(ผลืรวมของพจึน์ั้แรกถึงพจึน์ั้ท่ั่� 16)-(ผลืรวมของพจึน์ั้แรกถึงพจึน์ั้ท่ั่� 8)=S16-S8

จึะได้ั

456960

S S16 8
16 8 16 8 8 87 2 1 7 2 1 7 2 7 2 7 2 2 1 7 256 255

4

− = − − − = ⋅ − ⋅ = ⋅ ⋅ − = ⋅ ⋅
=
( ) ( ) ( )

556960

(2)

(3)

QRR|7(2^[$p1)a2p1B

Q|11)B

Q|16)pQ|8)B
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	 หาอัตัราส่่วนร่ว่มของลำำ�ดับเรขาคณิิตท่ี่�มีีพจน์์แรกเป็็น 4 และผลรวมของพจน์์แรกถึงึพจน์์ท่ี่� 3 เป็็น 28

โดยให้้ r เป็็นอัตราส่่วนร่ว่ม
เมื่่�อ r=1 ผลรวมของพจน์แรกถึึงพจน์ท่ี่� 3 คืือ 3×4=12 ซ่ึ่�งไม่่เหมาะสม

เมื่่�อ r¹1 ผลรวมของพจน์แรกถึึงพจน์ท่ี่� 3 คืือ 28 ดัังน้ั้�น 
4 1
1

28
3( )−

−
=r

r
จะได้้ว่า่ 

� 2, -3

กด w เลืือก [Equation (สมการ)] กด | เลืือก [Solver (การแก้้สมการ)] กด |

4 1 1
1

28 4 1 28 6 0 2 3 0
2

2 2( )( )
, ( ) , , ( )( ) ,

− + +
−

= + + = + − = − + =

=

r r r
r

r r r r r r
r 22 3,−

4(1p[^3$)a1p[$q(28B

2BB

`p2BB
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วธิ์ก่ารคำานั้วณิดัอกเบ่�ยืทั่บต้นั้
ระบบการฝากเงนิ์ใน์ธน์าคืารเพ่�อรื่บัด้อกเบ่�ยเพิ�มื่ตามื่ระยะเวลืาท่ี่�กำาหน์ด้	แลืว้น์ำาด้อกเบ่�ยดั้งกลืา่วมื่าบวกกบัเงนิ์ต้น์	
เพ่�อใช้้ยอด้รวมื่ใน์การคืำาน์วณิด้อกเบ่�ยงวด้ต่อไป	เรื่ย่กวา่ดอกเบีั�ยทั่บัต้ิน์
		 เราฝากเงนิ์	10 ดอลลาร์	เม่ื่�อต้น์ปีเพ่�อรื่บัด้อกเบ่�ยที่บต้น์ที่กุปีท่ี่�อตัราด้อกเบ่�ย	5%	ต่อปี	โด้ยกำาหน์ด้ให้เราไม่ื่
สามื่ารถถอน์เงนิ์ได้้	จงหายอด้รวมื่ข้องเงนิ์ต้น์แลืะด้อกเบ่�ยหลืงัจาก	10	ปี
หลืงัจาก	1	ปี: (เงนิ์ต้น์)´(1+เปอรื่เ์ซ็ึ่น์ต์ข้องด้อกเบ่�ย)=10(1+0.05) ดอลลาร์	…	เงนิ์ต้น์หลืงัจาก	1	ปี
หลืงัจาก	2	ปี: 10(1+0.05)´(1+0.05)=10(1+0.05)2 ดอลลาร์

หลืงัจาก	3	ปี: 10(1+0.05)2´(1+0.05)=10(1+0.05)3 ดอลลาร์,	…
หลืงัจาก	10	ปี: 10(1+0.05)10 ดอลลาร์

ดั้งนั์�น์	10(1+0.05)10»16.29 ดอลลาร์

จากส่วน์น่์�	เราสามื่ารถแสด้งยอด้รวมื่ข้องเงนิ์ต้น์แลืะด้อกเบ่�ยจากเงนิ์ต้น์	A (หน่์วยสกลุืเงนิ์)	ท่ี่�ฝากไวเ้ป็น์เวลืา	n	ปีใน์
อตัราด้อกเบ่�ยที่บต้น์	r(%)	ต่อปีได้้ดั้งต่อไปน่์�

	 จงแก้โจที่ยต่์อไปน่์�
(1)	 หากคืณุิฝากเงนิ์	100 ดอลลาร์ ใน์อตัราด้อกเบ่�ยที่บต้น์	10%	ต่อปี	ยอด้รวมื่ข้องเงนิ์ต้น์แลืะด้อกเบ่�ยจะคิืด้เป็น์
จำาน์วน์เงนิ์ก่�ดอลลาร์	หลืงัจากระยะเวลืา	8	ปี	(ตอบเป็น์ที่ศนิ์ยมื่	2	ตำาแหน่์ง)

A=100,	r=10	แลืะ	n=8	ดั้งนั์�น์	100 1
10

100
100 1 1 214 36

8

8+









= ⋅ . .																																																									ดอลลาร์

214.36 ดอลลาร์

การทําความเขา้ใจวธิกีารคํานวณดอกเบ้ียทบต้น

A 1
100

+










r
n

ผลืรวมของลืำาดัับเรขาคณิิต ผลืรวมของลืำาดัับเรขาคณิิต ((22))
ลําดับ: ลําดับลําดับ: ลําดับ
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(2)	 หากคุณุฝากเงินิ 50 ดอลลาร์์ท่ี่�อัตัราดอกเบี้้�ยทบต้้น 8% ต่อปี ยอดรวมของเงินิต้นและดอกเบี้้�ยจะมากกว่า่ 100 

ดอลลาร์์หลังัจากฝากเงินิไว้เ้ป็็นระยะเวลากี่่�ปี
ยอดรวมหลังัจากระยะเวลา x ปีสำำ�หรับัเงินิต้น 50 ดอลลาร์์ ในอัตัราดอกเบี้้�ย 8% ต่อปีจะเป็็น 	

50 1
8

100
+








  

x

                     ดอลลาร์์

หาจำำ�นวนนับ x ท่ี่�มีีค่าท่ี่�น้้อยท่ี่�สุดุ ในอสมการ 50 1
8

100
+








  

x

                    ≥100 ซ่ึ่�งจะมากกว่า่ 100 ดอลลาร์์

บนเครื่่�องคิิดเลขวิทิยาศาสตร์ ์ให้้ใช้้ฟังก์ชั์ัน ตารางเพ่ื่�อคำำ�นวณยอดรวมของเงินิต้นและดอกเบี้้�ยหลังัจากระยะเวลา x ปี
กด w เลือืก [Table (ตาราง)] กด | แล้ว้ล้า้งข้อ้มูลูก่อ่นหน้้าโดยการกด W

กด I เลือืก [Define f(x)/g(x) (กำำ�หนดค่่า f(x)/g(x))] กด | เลือืก [Define f(x) (กำำ�หนดค่่า f(x))] กด | 
หลังัจากป้อน f(x)= 50 1 08´ . x               แล้ว้ ให้้กด B

ด้้วยวิธิีกีารเดีียวกันั ให้้ป้อน g(x)=100

กด I เลือืก [Table Range (ช่่วงตาราง)] กด |

หลังัจากป้อน 	
[Start (เริ่่�มต้้น):1, End (ส้ิ้�นสุุด):16, Step (ข้ั้�น):1] 	
แล้ว้ ให้้เลือืก [Execute (ดำำ�เนิินการ)] กด B

จากตาราง เราสามารถยืืนยัน
ได้้ว่า่ครั้้�งแรกท่ี่�ยอดรวมนั้้�น
จะมากกว่า่ 100 คืือเม่ื่�อ x=10

ดัังนั้้�น คำำ�ตอบคืือหลังัจาก
ระยะเวลา 10 ปี

� หลงจาก 10 ปี
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(3)	 อัตัราดอกเบี้้�ยต่ำำ��สุดุต่อปีคืือเท่่าใด โดยท่ี่�ผลรวมของเงินิต้นและดอกเบี้้�ยนั้้�นจะมากกว่า่ 150 ดอลลาร์์หากฝาก
เงินิ 100 ดอลลาร์์เป็็นระยะเวลา 10 ปีในอัตัราดอกเบี้้�ยทบต้้น (ตอบเป็็นทศนิิยม 2 ตำำ�แหน่่ง)

ยอดรวมหลังัจากระยะเวลา 10 ปีสำำ�หรับัเงินิต้น 100 ดอลลาร์์ ในอัตัราดอกเบี้้�ย r% ต่อปีจะเป็็น 	

100 1
100

10

+










r
                       ดอลลาร์์

หาค่่า r ท่ี่�ตรงกับั 100 1
100

10

+










r
                      =150 

บนเครื่่�องคิิดเลขวิทิยาศาสตร์ ์ให้้ใช้้ฟังก์ชั์ันสมการเพ่ื่�อคำำ�นวณค่าของ x ท่ี่�ตรงกับั 100 1
100

150
10

+









=

x

กด w เลือืก [Equation (สมการ)] กด | เลือืก [Solver (การแก้้สมการ)] กด |

เพ่ื่�อหาคำำ�ตอบท่ี่�เป็็นบวก ให้้ป้อนค่าเริ่่ �มต้นเป็็น x=1

ดัังนั้้�น จาก x=4.137… 	
เราจึงึได้้ 4.14%

� 4.14%

100(1+[a100$)^10$q(150B

1BB
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	 จงแก้โจที่ยต่์อไปน่์�
(1)	 หากคืณุิฝากเงนิ์	80 ดอลลาร์ ใน์อตัราด้อกเบ่�ยที่บต้น์	7%	ต่อปี	ยอด้รวมื่ข้องเงนิ์ต้น์แลืะด้อกเบ่�ยจะคิืด้เป็น์
จำาน์วน์เงนิ์ก่�ดอลลาร์	หลืงัจากระยะเวลืา	12	ปี	(ตอบเป็น์ที่ศนิ์ยมื่	2	ตำาแหน่์ง)

(2)	 หากคืณุิฝากเงนิ์	100 ดอลลาร์ท่ี่�อตัราด้อกเบ่�ยที่บต้น์	6%	ต่อปี	ยอด้รวมื่ข้องเงนิ์ต้น์แลืะด้อกเบ่�ยจะมื่ากกวา่	160 

ดอลลาร์หลืงัจากฝากเงนิ์ไวเ้ป็น์ระยะเวลืาก่�ปี

A=80, r=7 แลืะ n=12 ดัังนัั้�นั้ 

80 1
7
100

80 1 07 180 18
12

12+









= ⋅ . .                                                                ดอลลาร์

180.18 ดัอลืลืารี์

ยือดัรวมห้ลัืงจึากระยืะเวลืา x ปีสำาห้รีบัเงนิั้ต้นั้ 100 ดอลลาร์ ในั้อัตราดัอกเบ่�ยื 6%

ต่อปีจึะเป็นั้ 100 1 6
100

+










x

                         ดอลลาร์

ห้าจึำานั้วนั้นัั้บ x ท่ั่�ม่ค่าท่ั่�น้ั้อยืท่ั่�สุดั ในั้อสมการ 100 1 6
100

+










x

                        ≥160 ซึึ่�งจึะมากกวา่ 160 

ดอลลาร์

บนั้เครีื�องคิดัเลืขวทิั่ยืาศาสตรี ์ให้้ใช้้ฟังก์ช้ันั้ติารางเพื�อคำานั้วณิยือดัรวมของเงนิั้ต้นั้
แลืะดัอกเบ่�ยืห้ลัืงจึากระยืะเวลืา x ปี
กดั w เลืือก [Table (ติาราง)] กดั | แล้ืวล้ืางขอ้มูลืก่อนั้ห้น้ั้าโดัยืการกดั W
กดั I เลืือก [Define f(x)/g(x) (กำาห้นั้ดัค่า f(x)/g(x))] กดั |
เลืือก [Define f(x) (กำาห้นั้ดัค่า f(x))] กดั |
ห้ลัืงจึากป้อนั้ f(x)=100 1 06´ . x                    
แล้ืว ให้้กดั B
ด้ัวยืวธิ์ก่ารเด่ัยืวกันั้ ให้้ป้อนั้ g(x)=160

กดั I เลืือก [Table Range (ช่ีวงติาราง)]

กดั |
ห้ลัืงจึากป้อนั้ [Start (เร่�มต้ิน):1, End (สิ�นสุด):16, Step (ขั�น):1]

แล้ืว ให้้เลืือก [Execute (ดำาเนินก้าร)] กดั B
จึากตาราง ครีั�งแรกท่ั่�ยือดัรวมมากกวา่ 160 คือเมื�อ x=9

ดัังนัั้�นั้ คำาตอบคือห้ลัืงจึากระยืะเวลืา 9 ปี
 ห้ลัืงจึาก 9 ปี
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(3)	 อัตัราดอกเบี้้�ยต่ำำ��สุดุต่อปีคืือเท่่าใด โดยท่ี่�ผลรวมของเงินิต้นและดอกเบี้้�ยนั้้�นจะมากกว่า่ 160 ดอลลาร์์หากฝาก
เงินิ 70 ดอลลาร์์เป็็นระยะเวลา 9 ปีในอัตัราดอกเบี้้�ยทบต้้น (ตอบเป็็นทศนิิยม 2 ตำำ�แหน่่ง)

ยอดรวมหลังจากระยะเวลา 9 ปีสำำ�หรับัเงินิต้น 70 ดอลลาร์์ ในอัตราดอกเบี้้�ย r% ต่่อปี

จะเป็็น 70 1
100

9

+










r                      ดอลลาร์์

หาค่่า r ท่ี่�ตรงกัับ 70 1
100

9

+










r                      =160 

บนเครื่่�องคิิดเลขวิทิยาศาสตร์ ์ให้้ใช้้ฟังก์์ชัันสมการเพื่่�อคำำ�นวณค่าของ x ท่ี่�ตรงกัับ  

70 1
100

160
9

+









=x

กด w เลืือก [Equation (สมการ)] กด | เลืือก [Solver (การแก้้สมการ)] กด |

ดัังน้ั้�น จาก x=9.620… จะได้้ 9.62%

� 9.62%

70(1+[a100$)^9$q(160B

1BB
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ADVANCED

ยือดัรวมเงนิั้ต้นั้แลืะดัอกเบ่�ยืของเงนิั้ฝากประจึำา
ยอด้รวมื่ข้องเงนิ์ต้น์แลืะด้อกเบ่�ยท่ี่�ได้้รื่บัเม่ื่�อสิ�น์สดุ้ระยะเวลืา	n	ปีจากการออมื่เงนิ์จำาน์วน์	A ดอลลาร์ ใน์ช่้วงต้น์ปี
ข้องแต่ลืะปีเข้า้บัญช่้ด้อกเบ่�ยที่บต้น์ท่ี่�ได้้รื่บัด้อกเบ่�ย	r%	ต่อปีนั์�น์สามื่ารถแสด้งได้้ดั้งต่อไปน่์�

explanation

ยอด้รวมื่หลืงัจาก	1	ปีจะเป็น์	A 1
100

+










r
																	ดอลลาร์

ยอด้รวมื่หลืงัจาก	2	ปีค่ือ	A A1
100

1
100

2

+









+ +










r r
																																										ดอลลาร์

เน่์�องจากยอด้รวมื่เพิ�มื่ข้ึ�น์หลืงัจากระยะเวลืา	1	ปีอก่	r%	จากการออมื่เงนิ์	A ดอลลาร์

ยอด้รวมื่หลืงัจาก	3	ปีค่ือ	A A A1
100

1
100

1
100

3 2

+









+ +









+ +








r r r
																																																																			ดอลลาร์

เน่์�องจากยอด้รวมื่เพิ�มื่ข้ึ�น์หลืงัจากระยะเวลืา	2	ปีอก่	r%	จากการออมื่เงนิ์	A ดอลลาร์

⋮

ยอด้รวมื่หลืงัจาก	n	ปีค่ือ	A A A1
100

1
100

1
100

1

+









+ +









+ + +






−
r r rn n

 





+ +










2

1
100

A
r

																																																																																																											ดอลลาร์

เน่์�องจากยอด้รวมื่เพิ�มื่ข้ึ�น์หลืงัจากระยะเวลืา	(n-1)	อก่	r%	จากการออมื่เงนิ์	A ดอลลาร์

ดั้งนั์�น์	ยอด้รวมื่เม่ื่�อสิ�น์สดุ้ปีใน์ระยะเวลืา	n	ปีค่ือผลืรวมื่ข้องพจน์์แรกถงึพจน์์ท่ี่�	n	ข้องลืำาดั้บเรข้าคืณิิตท่ี่�ม่ื่พจน์์แรก

เป็น์	A 1
100

+










r
																		แลืะอตัราส่วน์รว่มื่เป็น์	 1

100
+










r

ดั้งนั์�น์	จากสตูรสำาหรื่บัผลืรวมื่ข้องลืำาดั้บเรข้าคืณิิต	จะได้้	

																																																																																																		.

A

1
100

1
100

1+









+










−















r r
n

rr
100

A 1
100

1
100

1+









+









−















r r n

11
100

1

1
100

1
100

+








−

=

+









+










r

r r

A

−















n

r

1

100
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	 	 ยอด้รวมื่ข้องเงนิ์ต้น์แลืะด้อกเบ่�ยท่ี่�ได้้รื่บั	เม่ื่�อสิ�น์สดุ้ระยะเวลืา	10	ปีจากการออมื่เงนิ์	30 ดอลลาร์ ใน์ช่้วงต้น์ปี
ข้องแต่ลืะปีเข้า้บัญช่้ด้อกเบ่�ยที่บต้น์ท่ี่�ได้้รื่บัด้อกเบ่�ย	5%	ต่อปีนั์�น์เป็น์จำาน์วน์เงนิ์ก่�ดอลลาร์ (ตอบเป็น์ที่ศนิ์ยมื่	2
ตำาแหน่์ง)

โด้ยแที่น์ค่ืา	A=30,	r=5	แลืะ	n=10	ใน์สตูร	แลืว้	

30

1
5
100

1
5
100

1
10

⋅

+









+









−















5
100

																																																»396.20 ดอลลาร์

396.20 ดอลลาร์
	 	 หากคืณุิต้องการฝากเงนิ์ใน์จำาน์วน์ท่ี่�เท่ี่ากนั์กบัธน์าคืารแห่งหนึ์�งซึึ่�งกำาหน์ด้อตัราด้อกเบ่�ย	3%	ต่อปี	โด้ยคิืด้
ด้อกเบ่�ยที่บต้น์ที่กุปี	ถา้คืณุิต้องการให้ม่ื่เงนิ์ใน์บัญช่้มื่ากกวา่	5000	ด้อลืลืารื่	์เม่ื่�อสิ�น์สดุ้ปีท่ี่�	12	คืณุิต้องฝากเงนิ์
ต้น์ไวอ้ย่างน้์อยปีลืะเท่ี่าใด้

A

1
3
100

1
3
100

1
12

+









+









−















3
100

เราจะม่ื่เงนิ์เพ่ยงพอหากม่ื่จำาน์วน์มื่ากกวา่	5000 ดอลลาร์	ดั้งนั์�น์คืำาตอบกค่็ือ	A≥342.04….
ดั้งนั์�น์	เราคืวรออมื่เงนิ์มื่ากกวา่	343 ดอลลาร์ ใน์แต่ลืะปี 343 ดอลลารข์ึ�นั้ไป

	 	 ยอด้รวมื่ข้องเงนิ์ต้น์แลืะด้อกเบ่�ยท่ี่�ได้้รื่บัเม่ื่�อสิ�น์สดุ้ระยะเวลืา	9	ปีจากการออมื่เงนิ์	50 ดอลลาร์ ใน์ช่้วงต้น์ปี
ข้องแต่ลืะปีเข้า้บัญช่้ด้อกเบ่�ยที่บต้น์ท่ี่�ได้้รื่บัด้อกเบ่�ย	6%	ต่อปีนั์�น์เป็น์จำาน์วน์เงนิ์ก่�ดอลลาร์ (ตอบเป็น์ที่ศนิ์ยมื่	2
ตำาแหน่์ง)

	 	 หากคืณุิต้องการฝากเงนิ์ใน์จำาน์วน์ท่ี่�เท่ี่ากนั์กบัธน์าคืารแห่งหนึ์�งซึึ่�งกำาหน์ด้อตัราด้อกเบ่�ย	4%	ต่อปี	โด้ยคิืด้
ด้อกเบ่�ยที่บต้น์ที่กุปี	ถา้คืณุิต้องการให้ม่ื่เงนิ์ใน์บัญช่้มื่ากกวา่	8000	ด้อลืลืารื่	์เม่ื่�อสิ�น์สดุ้ปีท่ี่�	10	คืณุิต้องฝากเงนิ์
ต้น์ไวอ้ย่างน้์อยปีลืะเท่ี่าใด้	(ตอบเป็น์จำาน์วน์เต็มื่)

โดัยืใช้ ้A=50, r=6 แลืะ n=9 ในั้สูตร แล้ืว 

50

1
6
100

1
6
100

1
9

⋅

+









+









−















6
100

                                                      »609.04 ดอลลาร์

609.04 ดอลลาร์

โดัยืการออมเงนิั้ A ดอลลาร์ทั่กุ ๆ ปี แล้ืวเมื�อสิ�นั้สุดัระยืะเวลืา 10 ปี เงนิั้ต้นั้แลืะ
ดัอกเบ่�ยืรวมทัั่�งห้มดัจึะเป็นั้ 

A

1
4
100

1
4
100

1
10

+









+









−















4
100

เราจึะม่เงนิั้เพ่ยืงพอห้ากม่จึำานั้วนั้มากกวา่ 8000 ดอลลาร์ ดัังนัั้�นั้คำาตอบก็คือ A≥640.69….
ดัังนัั้�นั้ เราควรออมเงนิั้ 641 ดอลลาร์ขึ�นั้ไปในั้แต่ลืะปี 641 ดอลลาร์ขึ�นั้ไป
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สัญลัืกษณ์ิแสดังการบวก å สำาห้รีบัผลืรวมของลืำาดัับ
สัญลักษณ์แสดงผลบัวิก å

เราใช้้สัญลืกัษณ์ิ	å (ซ้ักำม่า)	เพ่�อแสด้งผลืรวมื่ข้องลืำาดั้บ	สำาหรื่บัลืำาดั้บ	an			เราสามื่ารถแสด้งผลืรวมื่ข้องพจน์์แรกถงึ
พจน์์ท่ี่�	n	ได้้ตามื่ท่ี่�แสด้งด้้าน์ลืา่ง

a a a a ak n
k

n
= + + + +

=
∑ 1 2 3
1



สัญลืกัษณ์ิ	 ak
k

n

=
∑

1

									แสด้งผลืรวมื่ข้องการบวกค่ืา	an				ทัี่�งหมื่ด้	โด้ยท่ี่�	k	นั์�น์จะแปลืงเป็น์	1,	2,	3,	...	,	n

(1) a a a a a ak
k=
∑ = + + + +
1

5

1 2 3 4 5

(2) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 1 1 2 2 1 2 3 1 2 1
1

k n
k

n
− = ⋅ − + ⋅ − + ⋅ − + + −

=
∑ 

(3) a a a a a ak
k

n
n n

=

−

− −∑ = + + + + +
1

1

1 2 3 2 1

ผลรวิมของลําดับัต่ิาง ๆ
ผลืรวมื่ข้องลืำาดั้บต่าง	ๆ	นั์�น์แสด้งได้้ทัี่�งหมื่ด้โด้ยใช้้สัญลืกัษณ์ิ	å	ดั้งต่อไปน่์�

การทําความเขา้ใจความหมายของสัญลักษณ์แสดงการบวก å สําหรบัผลรวมของลําดับ

( i ) c nc
k

n

=
∑ =

1
                     (c คือค่าคงตัว)

(ii) k n n
k

n

=
∑ = +
1

1
2

1
  
( )

(iii) k n n n
k

n
2

1

1
6

1 2 1
=
∑ = + +

  
( )( )

(iv) k n n
k

n
3

1

2
1
2

1
=
∑ = +









  

( )

(v) ar a r
r

a r
r

k

k

n n n
−

=
∑ =

−
−

=
−
−

1

1

1
1

1
1

( ) ( )
(r¹1)

สัญลัืกษณ์ิแสดังการบวก ååสัญลัืกษณ์ิแสดังการบวก สัญลัืกษณ์ิแสดังการบวก สัญลัืกษณ์ิแสดังการบวก สัญลัืกษณ์ิแสดังการบวก สัญลัืกษณ์ิแสดังการบวก สัญลัืกษณ์ิแสดังการบวก สัญลัืกษณ์ิแสดังการบวก สัญลัืกษณ์ิแสดังการบวก สัญลัืกษณ์ิแสดังการบวก สัญลัืกษณ์ิแสดังการบวก สัญลัืกษณ์ิแสดังการบวก สัญลัืกษณ์ิแสดังการบวก สัญลัืกษณ์ิแสดังการบวก สัญลัืกษณ์ิแสดังการบวก สัญลัืกษณ์ิแสดังการบวก สัญลัืกษณ์ิแสดังการบวก สัญลัืกษณ์ิแสดังการบวก สัญลัืกษณ์ิแสดังการบวก 
ลําดับ: ผลรวมของลําดับต่าง ๆลําดับ: ผลรวมของลําดับต่าง ๆ
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explanation

( i )	 ผลรวมของลำำ�ดับ an   =c  c c c c c nc
k

n

=
∑ = + + + + =

1



(ii)	 ผลรวมของลำำ�ดับ an   =n (ผลรวมของจำำ�นวนนับ)  k n n n
k

n

=
∑ = + + + + = +
1

1 2 3
1

2
1

  
( )

(iii)	ผลรวมของลำำ�ดับ a nn = 2            (ผลรวมของกำำ�ลังัสองของจำำ�นวนนับ)  	

k n n n n
k

n
2

1

2 2 2 21 2 3
1

6
1 2 1

=
∑ = + + + + = + +

  
( )( )

(iv)	ผลรวมของลำำ�ดับ a nn = 3            (ผลรวมของกำำ�ลังัสามของจำำ�นวนนับ)  	

k n n n
k

n
3

1

3 3 3 3

2

1 2 3
1

2
1

=
∑ = + + + + = +














  
( )

(v)	 ผลรวมของลำำ�ดับเรขาคณิิตท่ี่�มีีพจน์์แรกเป็็น a และอัตัราส่่วนร่ว่มเป็็น r (r¹1)  	

ar a ar ar ar
a r

r
a r
r

k

k

n
n

n n
−

=

−∑ = + + + + =
−
−

=
−
−

1

1

2 1 1

1

1

1


( ) ( )

	 (1)  k
k=
∑ = ⋅ ⋅ + =
1

10 1

2
10 10 1 55

  
( )

	 (2)  k n n n n
k

n

=

−

∑ = − − + = −
1

1 1

2
1 1 1

1

2
1

    
( ){( ) } ( )

proof

บนเครื่่�องคิิดเลขวิทิยาศาสตร์ ์ให้้ใช้้ฟังก์ชั์ันสเปรดชีีตเพ่ื่�อหาสูตูร (iii) k n n n
k

n
2

1

1

6
1 2 1

=
∑ = + +

  
( )( )                                             

จากข้อ้มูลู (โดยละเว้น้การหาอนุพัุันธ์เ์ชิิงทฤษฎี)ี

กด w เลือืก [Spreadsheet (สเปรดชีีต)] กด | แล้ว้ล้า้งข้อ้มูลูก่อ่นหน้้าโดยการกด W 
หลังัจากป้อน [A1:1, A2:2, A3:3 และ A4:4] ตามลำำ�ดับแล้ว้ ให้้กด B เลื่่�อนไปท่ี่� [B1]

หลังัจากป้อน [B1:1] แล้ว้ ให้้กด B
กด I เลือืก [Fill Formula (ป้้อนสููตร)] กด |
หลังัจากป้อน [Form (รููปแบบ)=B1+A2] แล้ว้ ให้้กด B
หลังัจากป้อน [Range (ช่่วง):B2:B4] แล้ว้ ให้้กด B เลือืก [Confirm (ยืืนยััน)] กด |
กด q[ สแกนคิิวอาร์์โค้้ดเพ่ื่�อแสดงข้อ้มูลู
นอกจากนี้้� คุณุสามารถใช้้ขั้้�นตอนต่อไปนี้้�เพ่ื่�อเปลี่่�ยนการตั้้�งค่่าได้้ท่ี่� ClassPad.net

แตะแผ่่นงานพิกัดั แล้ว้แตะคอลัมัน์์ A และคอลัมัน์์ B แตะ [Statistics (สถิิติิ)] แตะ [Regression (การถดถอย)] แล้ว้
แตะ [Cubic Regression (การถดถอยแบบกำำ�ลัังสาม)]

สูตูรท่ี่�แสดง y x x x x x x= + + = + +
1

3

1

2

1

6

1

6
1 2 13 2

        
( )( )                                                                          นั้้�นได้้มาจากความสัมพันธ์เ์ชิิงฟังก์ชั์ัน (ความสัมพันธ์ซ่์ึ่�ง

จำำ�นวนหนึ่่�งเป็็นฟังก์ชั์ันของอีีกจำำ�นวนหนึ่่�ง) ของคอลัมัน์์ A และ B จากข้อ้มูลู
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ด้้วยวิธิีกีารเดีียวกันั บนเครื่่�องคิิดเลขวิทิยาศาสตร์ ์ให้้ใช้้ฟังก์ชั์ันสเปรดชีีตเพ่ื่�อหาสูตูร (iv) k n n
k

n
3

1

2
1

2
1

=
∑ = +











  
( )

(เฉพาะผลลัพัธ์จ์ากการป้อนข้อ้มูลูจนถึงึแถวท่ี่� 5 ในคอลัมัน์์ A และ B แล้ว้เลือืก Quartic Regression (การถดถอย

แบบกำำ�ลัังสี่่�) มีีคำำ�อธิบิายอยู่่�ท่ี่�ส่่วนนี้้�)

ดัังนั้้�น y x x x x x x x x= + + = + + = +









        
  

1

4

1

2

1

4

1

4
2 1

1

2
14 3 2 2 2( ) ( )




2

สมบััติิของ å

explanation

( i )	

(ii)	 ซ่ึ่�งสามารถอธิบิายได้้ด้้วยวิธิีกีารเดีียวกับัข้อ้ ( i )

(iii)	 ca ca ca ca c a a a c ak
k

n
n n k

k

n

= =
∑ ∑= + + + = + + + =
1

1 2 1 2

1

( ) ( ) 

( i )	 ( )a b a bk k
k

n

k
k

n

k
k

n
+ = +

= = =
∑ ∑ ∑
1 1 1

(ii)	 ( )a b a bk k
k

n

k
k

n

k
k

n
− = −

= = =
∑ ∑ ∑
1 1 1

(iii)	 ca c ak
k

n

k
k

n

= =
∑ ∑=

1 1
                                    (c คืือค่่าคงตััว)

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (a b a b a b a b a a a bk k
k

n
n n n+ = + + + + + + = + + + + +

=
∑
1

1 1 2 2 1 2 1  bb b

a b

n

k
k

n
k

k

n

2

1 1

+ +

= +
= =
∑ ∑

 )
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	 ใช้้ å เพ่ื่�อแสดงผลรวมของลำำ�ดับต่่อไปนี้้�และคำำ�นวณผลรวมของลำำ�ดับดัังกล่า่ว
(1)	 3+8+13+18+ ... +73

น่ี่�คืือผลรวมของ k=1 ถึงึ k=15 โดยท่ี่� a kk = −5 2

 

�
( ),5 2 570
1

15

k
k

−
=
∑

check

ใช้้เครื่่�องคิิดเลขวิทิยาศาสตร์เ์พ่ื่�อคำำ�นวณผลรวมของลำำ�ดับท่ี่�แสดงโดยเครื่่�องหมาย å

กด w เลือืก [Calculate (คำำ�นวณ)] กด |

กด T เลือืก [Func Analysis (การวิิเคราะห์์ฟัังก์์ชััน)] กด | เลือืก [Summation (ซััมเมชััน)(å)] กด |

ในหน้้าจอท่ี่�แสดง คุณุสามารถหาผลรวมของลำำ�ดับได้้โดยการป้อนพจน์์ทั่่�วไป 5x-2 และ x=1 และจำำ�นวนพจน์์ 15

(2)	 4+7+10+13+ ... +(3n+1)

น่ี่�คืือผลรวมของ k=1 ถึงึ k=n โดยท่ี่� a kk = +3 1

 

�
( ),3 1

3 5
21

2

k n n
k

n
+ +

=
∑   

check

ยืืนยันว่า่ผลรวมจนถึงึพจน์์ท่ี่� 4 นั้้�นสอดคล้อ้งกันั

3 8 13 18 73 5 2 5 2 5
1

2
15 1

1

15

1

15

1

15

+ + + + + = − = − = ⋅ ⋅ ⋅
= = =
∑ ∑ ∑ ( ) (k k
k k k   

55 1 15 2 570+ − ⋅ =)

5[p2R1E15B

4 7 10 13 3 1 3 1 3 1 3
1

2
1

1 1 1

+ + + + + + = + = + = ⋅ +
= = =
∑ ∑ ∑ ( ) ( ) (n k k n n
k

n

k

n

k

n

  
))+ ⋅ =

+
n

n n
1
3 5

2

2

  

T|RR|  3[+1R1E4!!!

pa3O4d+5O4R2B
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บนเครื่่�องคิิดเลขวิทิยาศาสตร์ ์ให้้ใช้้ปุ่่�ม เก็บ็ค่่าตััวแปรเพ่ื่�อยืืนยันัว่า่ผลรวมจนถึงึพจน์์ A นั้้�นสอดคล้อ้งกันั

ป้อน  ( )
A AA

3 1
3 5

21

2

x
x

+ −
+

=
∑   

ในหน้้าจอตััวแปร ให้้ป้อน [A=20] แล้ว้คำำ�นวณ

โดยกำำ�หนดให้้ A=20 คุณุสามารถยืืนยันได้้ว่า่ผลรวมจนถึงึพจน์์ท่ี่� 20 นั้้�นสอดคล้อ้งกันั
นอกจากนี้้� โดยการเปลี่่�ยนค่า A ท่ี่�ป้อนไว้ ้คุณุสามารถยืืนยันได้้ว่า่ค่่า A นั้้�นได้้มาแบบไม่่เจาะจง

(3)	 1+3+9+27+ ... +729

น่ี่�คืือผลรวมของ k=1 ถึงึ k=7 โดยท่ี่� ak k= ⋅ −1 3 1

 

�
3 10931

1

7
k

k

−

=
∑ ,

(4)	 1×2+2×3+3×4+4×5+ ... +n(n+1)

น่ี่�คืือผลรวมของ k=1 ถึงึ k=n โดยท่ี่� a k kk = +( )1

 

�
k k n n n

k

n
( ),

( )( )
+

+ +

=
∑ 1

1 2
31

check

ยืืนยันัว่า่ผลรวมจนถึงึพจน์์ท่ี่� 4 นั้้�นสอดคล้อ้งกันั

T|RR|  3[+1R1Eq4!!! 

pa3q4d+5q4R2

'20B  `B

1 3 9 27 729 1 3
3 1

3 1
10931

1

7 7

+ + + + + = ⋅ =
−
−
=−

=
∑

k

k

T|RR|  1O3^[p1R1E7B

1 2 2 3 3 4 4 5 1 1
1

61

2

1 1

⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + + + = + = + =
= = =
∑ ∑ ∑ n n k k k k n
k

n

k

n

k

n
( ) ( )

  
(( )( ) ( )

( )( )

n n n n

n n n

+ + + +

=
+ +

1 2 1
1

2
1

1 2

3

  

T|RR|  [([+1)R1E4!!! 

pa4O5O6R3B
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	 ใช้้	å	เพ่�อแสด้งผลืรวมื่ข้องลืำาดั้บต่อไปน่์�แลืะคืำาน์วณิผลืรวมื่ข้องลืำาดั้บดั้งกลืา่ว
(1) 5+9+13+17+	...	+81

(2) 2+9+16+23+	...	+(พจน์์ท่ี่�	n)

น่ั้�คือผลืรวมของ k=1 ถึง k=20 โดัยืท่ั่� a kk = +4 1

( ),4 1 860
1

20

k
k

+
=
∑

5 9 13 17 81 4 1 4 1 4
1
2
20 2

1

20

1

20

1

20

+ + + + + = + = + = ⋅ ⋅ ⋅
= = =
∑ ∑ ∑ ( ) (k k
k k k    00 1 20 1

860

+ + ⋅

=

)

T|RR| 4[+1R1E20B

ลืำาดัับเลืขคณิิตม่พจึน์ั้แรกเป็นั้ 2 แลืะผลืต่างรว่มเป็นั้ 7
ดัังนัั้�นั้พจึน์ั้ทัั่�วไปจึงึเป็นั้ an   =2+(n-1)×7=7n-5

น่ั้�คือผลืรวมของ k=1 ถึง k=n โดัยืท่ั่� a kk = −7 5

( ),7 5
7 3
21

2

k n n
k

n
−

−

=
∑   

2 9 16 23 7 5 7 5 7 5

7
1
2

1

1 1 1

+ + + + + − = − = −

= ⋅ +

= = =
∑ ∑ ∑ ( ) ( )

(

n k k

n n
k

n

k

n

k

n

  
))− ⋅ =

−
n n n
5
7 3
2

2

  

T|RR| 7[p5R1E4!!!

pa7O4dp3O4R2B
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(3)	 3+6+12+24+ ... +768

(4)	 2×3+3×4+4×5+5×6+ ... +(พจน์์ท่ี่� n)

น่ี่�คืือผลรวมของ k=1 ถึึง k=9 โดยที่� ak k= ⋅ −3 2 1

�
3 2 15331

1

9

⋅ −

=
∑ k

k
,

3 6 12 24 768 3 2
3 2 1
2 1

15331

1

9 9

+ + + + + = ⋅ =
−
−

=−

=
∑

k

k

( )

T|RR|  3O2^[p1R1E9B

พจน์ท่ั่�วไป an   ={2+(n-1)×1}{3+(n-1)×1}=(n+1)(n+2)

น่ี่�คืือผลรวมของ k=1 ถึึง k=n โดยที่� a k kk = + +( )( )1 2

�
( )( ),

( )
k k n n n

k

n
+ +

+ +

=
∑ 1 2

6 11
31

2

2 3 3 4 4 5 5 6 1 2

1 2 3
1

2

1

⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + + + +

= + + = +
= = =
∑ ∑

 ( )( )

( )( )

n n

k k k k
k

n

k

n

k 11 1
2

2

1
6

1 2 1 3
1
2

1 2
6 11
3

n

k

n

n n n n n n n n n
∑ ∑+

= + + + ⋅ + + =
+ +

=

     
( )( ) ( )

( )

T|RR|

([+1)([+2)R1E4!!!

pa4O(4d+6O4+11)R3B
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ผลืต่างของลืำาดัับ
ผลต่ิางของลําดับั
เราสามื่ารถหานิ์พจน์์เชิ้งสัมื่พัน์ธี	์b a an n n= −+1																											ได้้จากลืำาดั้บระหวา่ง	an			แลืะ	bn		ใน์กรณ่ิน่์�	เราจะเรื่ย่กวา่
ผลต่ิางของลําดับัข้องลืำาดั้บ	bn		แลืะลืำาดั้บ	an

a5=a1+(b1+b2+b3+b4)=1+(1+2+3+4)=11

ผลรวิมและพจน์์ทัั่�วิไปของผลต่ิางของลําดับั
หากการหาพจน์์ทัี่�วไปข้องลืำาดั้บ	an			นั์�น์เป็น์เรื่ ่�องยาก	เราสามื่ารถตรวจสอบผลืต่างข้องลืำาดั้บ	an			ได้้	โด้ยพิจารณิา
เป็น์ลืำาดั้บ	bn		แลืะ	bn		อาจเป็น์ลืำาดั้บท่ี่�สามื่ารถหาผลืรวมื่ได้้	เช่้น์	ลืำาดั้บเลืข้คืณิิตหรื่อ่ลืำาดั้บเรข้าคืณิิต	ใน์กรณ่ิน่์�	โด้ย
การหาผลืรวมื่ข้องพจน์์แรกถงึพจน์์	(n-1)	ข้องผลืต่างข้องลืำาดั้บ	bn		เราสามื่ารถหาพจน์์ทัี่�วไปข้องลืำาดั้บ	an			ได้้
เม่ื่�อ	n≥2	แลืะลืำาดั้บผลืต่างข้องลืำาดั้บ	an			ค่ือ	bn		คืวามื่สัมื่พัน์ธีต่์อไปน่์�จงึถกูต้อง

explanation

วธิีก่ารหาพจน์์ทัี่�วไป	an			ข้องผลืต่างข้องลืำาดั้บ

จากส่วน์น่์�	จะได้้	a a b b b b a bn n k
k

n
= + + + + + = +−

=

−

∑1 1 2 3 1 1

1

1

( )																																																																																			 (n≥2)

การทําความเขา้ใจผลต่างของลําดับ

an : 1 ,	 2 ,	 4 ,	 7 ,	 11 ,	 …

bn : 1 ,	 2 ,	 3 ,	 4 ,	 …

a a bn
k

n

k= +
=

−

∑1
1

1

an : a1 ,	 a2 ,	 a3 ,	 a4 ,	 … ,	 an-1 ,	 an

bn : b1 ,	 b2 ,	 b3 ,	 … ,	 bn-1

สมื่าชิ้ก	(n-1)

                                                              

a2 - a1 = b1

a3 - a2 = b2

a4 - a3 = b3

⋮
+) an - an-1 = bn-1

an - a1 = b1 + b2 + b3 + … + bn-1

ผลืต่างของลืำาดัับผลืต่างของลืำาดัับ
ลําดับ: ผลรวมของลําดับต่าง ๆลําดับ: ผลรวมของลําดับต่าง ๆ
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	 หาพจน์์ทั่่�วไป an    ของลำำ�ดับ an   ด้้านล่า่ง
(1)	 1, 3, 6, 10, 15, ...
กำำ�หนดให้้ bn  แทนผลต่างของลำำ�ดับ จะได้้ว่า่ bn  คืือ 2, 3, 4, 5, ... ดังนั้้�น b n nn = + − ⋅ = +2 1 1 1( )

กำำ�หนดให้้ n≥2

เม่ื่�อ n=1 จะกลายเป็็น 
1 2

2
1

⋅
=             ซ่ึ่�งสอดคล้อ้งกับั a1=1 นั่่�นคืือจะถูกูต้้องเม่ื่�อ n=1

ดัังนั้้�น a
n n

n =
+( )1

2

�
a n n
n =

+( )1
2

นอกจากนี้้�ยังัสามารถใช้้วิธิีกีารนี้้� ได้้เช่่นกันั
check

กด w เลือืก [Spreadsheet (สเปรดชีีต)] กด | แล้ว้ล้า้งข้อ้มูลูก่อ่นหน้้าโดยการกด W

หลังัจากป้อน [A1:1, A2:2, A3:3 และ A4:4] ตามลำำ�ดับแล้ว้ ให้้กด B เลื่่�อนไปท่ี่� [B1]

หลังัจากป้อน [B1:1, B2:3, B3:6 และ B4:10] ตามลำำ�ดับแล้ว้ ให้้กด B

กด q[ สแกนคิิวอาร์์โค้้ดเพ่ื่�อแสดงข้อ้มูลู
นอกจากนี้้� คุณุสามารถใช้้ขั้้�นตอนต่อไปนี้้�เพ่ื่�อเปลี่่�ยนการตั้้�งค่่าได้้ท่ี่� ClassPad.net

แตะแผ่่นงานพิกัดั และแตะท่ี่�คอลัมัน์์ A และคอลัมัน์์ B แตะ [Statistics (สถิิติิ)] แตะ [Regression (การถดถอย)] 
แล้ว้แตะ [Quadratic Regression (การถดถอยแบบกำำ�ลัังสอง)]

เราสามารถยืืนยันัความสัมพันธ์เ์ชิิงฟังก์ชั์ัน y x x x x= + = +0 5 0 5
1

2
12. . ( )

                                                    ของคอลัมัน์์ A และ B จากข้อ้มูลูได้้

a a b k kn k
k

n

k

n

k

n

k

n
= + = + + = + + = +

=

−

=

−

=

−

=

−

∑ ∑ ∑ ∑1

1

1

1

1

1

1

1

1

1 1 1 1 1
1

2
( ) (

  
nn n n

n n
− + − =

+
1 1

1

2
)

( )

a a b k n nn k
k

n

k

n
= + = + + = + + + + + = + + + + +

=

−

=

−

∑ ∑1

1

1

1

1

1 1 1 2 3 4 1 2 3 4( ) ( )  ==
+n n( )1

2
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(2)	 2, 3, 5, 9, 17, ...
โดยกำำ�หนดให้้ผลต่างของลำำ�ดับ bn  แล้ว้ bn  คืือ 1, 2, 4, 8, ... ดังนั้้�น bn n= ⋅ −1 2 1

โดยกำำ�หนดให้้ n≥2

เม่ื่�อ n=1 จะกลายเป็็น 2 1 20 + =                ซ่ึ่�งสอดคล้อ้งกับั a1=2 นั่่�นคืือจะถูกูต้้องเม่ื่�อ n=1

ดัังนั้้�น an n= +−2 11

� an n= +−2 11

check

บนเครื่่�องคิิดเลขวิทิยาศาสตร์ ์ให้้ใช้้ฟังก์ชั์ันตารางเพ่ื่�อยืืนยันัแต่่ละพจน์์ของลำำ�ดับ
กด w เลือืก [Table (ตาราง)] กด | แล้ว้ล้า้งข้อ้มูลูก่อ่นหน้้าโดยการกด W

กด I เลือืก [Define f(x)/g(x) (กำำ�หนดค่่า f(x)/g(x))] กด | 	
เลือืก [Define f(x) (กำำ�หนดค่่า f(x))] กด |

หลังัจากป้อน f(x)=2 11x− +            แล้ว้ ให้้กด B

กด I เลือืก [Table Range (ช่่วงตาราง)] กด |

หลังัจากป้อน [Start (เริ่่�มต้้น):1, End (ส้ิ้�นสุุด):4, Step (ข้ั้�น):1] แล้ว้	
ให้้เลือืก [Execute (ดำำ�เนิินการ)] กด B

a a bn k
k

n
k

k

n n
n= + = + ⋅ = +

−
−

= +
=

−
−

=

− −
−∑ ∑1

1

1
1

1

1 1
12 1 2 2

2 1

2 1
2 1
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	 หาพจน์์ทัี่�วไป	an				ข้องลืำาดั้บ	an			ด้้าน์ลืา่ง
(1) 1,	5,	11,	19,	29,	...

กำาห้นั้ดัให้้ bn แทั่นั้ผลืต่างของลืำาดัับ จึะได้ัวา่ bn คือ 4, 6, 8, 10, ... 
ดัังนัั้�นั้ b n nn = + − ⋅ = +4 1 2 2 1( ) ( )

กำาห้นั้ดัให้้ n≥2

เมื�อ n=1 จึะกลืายืเป็นั้ 1 1 1 12 + − =                          ซึึ่�งสอดัคล้ืองกับ a1=1 นัั้�นั้คือจึะถกูต้องเมื�อ n=1

ดัังนัั้�นั้ a n nn = + −2 1 a n nn = + −2 1

ในั้กรณ่ิน่ั้� bk
k

n

=

−

∑
1

1

          คือผลืรวมของพจึน์ั้แรกถึงพจึน์ั้ (n-1) ของลืำาดัับเลืขคณิิตท่ั่�ม่

พจึน์ั้แรกเป็นั้ 4 แลืะผลืต่างรว่มเป็นั้ 2

ดัังนัั้�นั้ 

กดั w เลืือก [Spreadsheet (สเปรดชีีติ)] กดั | แล้ืวล้ืาง
ขอ้มูลืก่อนั้ห้น้ั้าโดัยืการกดั W
ห้ลัืงจึากป้อนั้ [A1:1, A2:2, A3:3 แลืะ A4:4] ตามลืำาดัับแล้ืว 
ให้้กดั B เลืื�อนั้ไปท่ั่� [B1]

ห้ลัืงจึากป้อนั้ [B1:1, B2:5, B3:11 แลืะ B4:19] ตามลืำาดัับแล้ืว ให้้กดั B
กดั q[ สแกนั้คิิวอาร์โค้ิดเพื�อแสดังขอ้มูลื
นั้อกจึากน่ั้� คณุิสามารถใช้ข้ั�นั้ตอนั้ต่อไปน่ั้�เพื�อเปล่ื�ยืนั้การตั�งค่าได้ัท่ั่� ClassPad.net

แตะแผ่นั้งานั้พิกัดั แลืะแตะท่ั่�คอลัืมน์ั้ A แลืะคอลัืมน์ั้ B แตะ [Statistics (สถิิติิ)] แตะ 
[Regression (ก้ารถิดถิอย)] แล้ืวแตะ [Quadratic Regression (ก้ารถิดถิอยแบบก้ำาลังสอง)]

เราสามารถยืืนั้ยัืนั้ความสัมพันั้ธ์์
เช้งิฟังก์ช้ันั้ y x x= + −2 1                            ของ
คอลัืมน์ั้ A แลืะ B จึากขอ้มูลืได้ั

a a b k kn k
k

n

k

n

k

n

k

n
= + = + + = + +




=

−

=

−

=

−

=

−

∑ ∑ ∑ ∑1
1

1

1

1

1

1

1

1

1 2 1 1 2 1( )





= + − + −









= + −1 2

1
2

1 1 12

  
( )n n n n n

a a b n n n nn k
k

n
= + = + − ⋅ + − − ⋅ = + −

=

−

∑1
1

1
21

1
2

1 2 4 1 1 2 1  
( ){ ( ) }
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(2)	 1, 2, 5, 14, 41, ...

กำำ�หนดให้้ bn แทนผลต่างของลำำ�ดัับ จะได้้ว่า่ bn คืือ 1, 3, 9, 27,⋯  
ดัังน้ั้�น bn n= ⋅ −1 3 1

กำำ�หนดให้้ n≥2

เมื่่�อ n=1 จะกลายเป็็น 
1
2
3

1
2
11 1

     
⋅ + =−                              ซ่ึ่�งสอดคล้้องกัับ a1=1 นั่่�นคือจะถูกูต้้องเมื่่�อ 

n=1

ดัังน้ั้�น an n= ⋅ +−1
2
3

1
2

1

     

� an n= ⋅ +−1
2
3

1
2

1

     

กด w เลืือก [Table (ตาราง)] กด | แล้้วล้้างข้อ้มููล
ก่่อนหน้าโดยการกด W
กด I เลืือก [Define f(x)/g(x) (กำำ�หนดค่่า f(x)/g(x))] กด |  
เลืือก [Define f(x) (กำำ�หนดค่่า f(x))] กด |

หลังจากป้อน f(x)=
1
2
3

1
2

1

     
× +−x                        แล้้ว ให้้กด B

กด I เลืือก [Table Range (ช่่วงตาราง)] กด |
หลังจากป้อน [Start (เร่ิ่�มต้้น):1, End (สิ้้�นสุุด):4, Step (ขั้้�น):1]  
แล้้ว ให้้เลืือก [Execute (ดำำ�เนิินการ)] กด B

a a bn k
k

n
k

k

n n
n= + = + ⋅ = +

−
−

= ⋅ +
=

−
−

=

− −
−∑ ∑1

1

1
1

1

1 1
11 1 3 1

3 1
3 1

1
2
3

1
2     
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ผลืรวมแลืะพจึน์ั้ทัั่�วไปของลืำาดัับ
สำาหรื่บัลืำาดั้บบางลืำาดั้บ	เราไม่ื่ที่ราบพจน์์ทัี่�วไป	แต่เราสามื่ารถหาผลืรวมื่จน์ถงึพจน์์ท่ี่�	n	ได้้	ใน์กรณ่ิน่์�	เราสามื่ารถหา
พจน์์ทัี่�วไปจากผลต่ิางระหวิา่งผลรวิมจน์ถึงพจน์์ทีั่� n กับัผลรวิมจน์ถึงพจน์์ทีั่� (n-1)	ได้้

วิธิีกีารหาพจน์์ทัั่�วิไปของลําดับัทีั่�ทั่ราบัผลรวิม
กำาหน์ด้ให้	Sn				ค่ือผลืรวมื่ข้องพจน์์แรกถงึพจน์์ท่ี่�	n	ข้องลืำาดั้บ	an			แลืว้เม่ื่�อ	n≥2	เราสามื่ารถหาผลืต่างระหวา่ง	Sn				
แลืะ	Sn-1							จาก	Sn			=a1+a2+a3+	...	+an				ได้้	ตามื่ท่ี่�แสด้งด้้าน์ลืา่ง

ซึึ่�งแสด้งวา่พจน์์ทัี่�วไป	ข้องลืำาดั้บ	an			นั์�น์หาได้้จากผลืต่าง	Sn			-Sn-1							ระหวา่งผลืรวมื่	Sn-1							จน์ถงึพจน์์ท่ี่�	n	แลืะผลื
รวมื่	Sn				จน์ถงึพจน์์ท่ี่�	(n-1)

ใน์กรณ่ิน่์�	เม่ื่�อ	n=1	ด้้าน์ซ้ึ่ายข้องนิ์พจน์์ด้้าน์บน์จะกลืายเป็น์	S1-S0	ซึึ่�งไม่ื่ถกูต้อง	
จงึกลืา่วได้้วา่	n≥2	ค่ือเง่�อน์ไข้สำาหรื่บัการหานิ์พจน์์ด้้าน์บน์	เม่ื่�อ	n=1	แลืว้เราจะได้้	S1=a1

จากด้้าน์บน์	เราได้้คืวามื่สัมื่พัน์ธีต่์อไปน่์�ระหวา่งพจน์์ทัี่�วไปแลืะผลืรวมื่ข้องลืำาดั้บ

การทําความเขา้ใจความสัมพันธร์ะหวา่งพจน์ทัว่ไปและผลรวมของลําดับ

Sn = a1 + a2 + a3 + ... + an-1 + an

- ) Sn-1
= a1 + a2 + a3 + ... + an-1

Sn -Sn-1
= an

( i ) เมื�อ n=1 แล้ืว a S1 1=

(ii) เมื�อ n≥2 แล้ืว a S Sn n n= − −1

ผลืรวมแลืะพจึน์ั้ทัั่�วไปของลืำาดัับผลืรวมแลืะพจึน์ั้ทัั่�วไปของลืำาดัับผลืรวมแลืะพจึน์ั้ทัั่�วไปของลืำาดัับผลืรวมแลืะพจึน์ั้ทัั่�วไปของลืำาดัับผลืรวมแลืะพจึน์ั้ทัั่�วไปของลืำาดัับผลืรวมแลืะพจึน์ั้ทัั่�วไปของลืำาดัับผลืรวมแลืะพจึน์ั้ทัั่�วไปของลืำาดัับผลืรวมแลืะพจึน์ั้ทัั่�วไปของลืำาดัับผลืรวมแลืะพจึน์ั้ทัั่�วไปของลืำาดัับ
ลําดับ: ผลรวมของลําดับต่าง ๆลําดับ: ผลรวมของลําดับต่าง ๆ
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		 หาพจน์์ทั่่�วไป ของลำำ�ดับ an   ท่ี่�มีีผลรวม Sn    ของพจน์์แรกถึงึพจน์์ท่ี่� n ได้้มาจากนิิพจน์์ต่่อไปนี้้�
(1)	 S n nn = +3 42

เม่ื่�อ n≥2, a S S n n n n nn n n= − = + − − + − = +−1
2 23 4 3 1 4 1 6 1{ ( ) ( )}                                                                                                       …( i )

เม่ื่�อ n=1 แล้ว้ a S1 1
23 1 4 1 7= = ⋅ + ⋅ =                                          และโดยการแทนท่ี่�สมการนี้้�ในข้อ้ ( i ) สำำ�หรับั n=1 ก็จ็ะเท่่ากับั 6×1+1=7 

ดัังนั้้�น ( i ) จึงึถูกูต้้องเม่ื่�อ n=1

ดัังนั้้�น an   =6n+1

� a nn = +6 1

check

กด w เลือืก [Spreadsheet (สเปรดชีีต)] กด | แล้ว้ล้า้งข้อ้มูลูก่อ่นหน้้าโดยการกด W

หลังัจากป้อน [A1:1, A2:2, A3:3 และ A4:4] ตามลำำ�ดับแล้ว้ ให้้กด B เลื่่�อนไปท่ี่� [B1]

กด I เลือืก [Fill Formula (ป้้อนสููตร)] กด |

หลังัจากป้อน [Form (รููปแบบ)= 3 1 4 12A A+               ] 	
แล้ว้ ให้้กด B

หลังัจากป้อน [Range (ช่่วง):B1:B4] แล้ว้ ให้้กด B 	
เลือืก [Confirm (ยืืนยััน)] กด | เลื่่�อนไปท่ี่� [C1]

หลังัจากป้อน [C1:7] แล้ว้ ให้้กด B

กด I เลือืก [Fill Formula (ป้้อนสููตร)] กด |

หลังัจากป้อน [Form (รููปแบบ)=B2-B1] แล้ว้ ให้้กด B

หลังัจากป้อน [Range (ช่่วง):C2:C4] แล้ว้ ให้้กด B เลือืก [Confirm (ยืืนยััน)] กด |

กด q[ สแกนคิิวอาร์์โค้้ดเพ่ื่�อแสดงข้อ้มูลู
นอกจากนี้้� คุณุสามารถใช้้ขั้้�นตอนต่อไปนี้้�เพ่ื่�อเปลี่่�ยนการตั้้�งค่่าได้้ท่ี่� ClassPad.net

แตะแผ่่นงานพิกัดั และแตะคอลัมัน์์ A และคอลัมัน์์ C แตะ [Statistics (สถิิติิ)] แตะ [Regression (การถดถอย)] 
แล้ว้แตะ [Linear Regression (การถดถอยเชิิงเส้้น)]

เราสามารถยืืนยันัความสัมพันธ์เ์ชิิงฟังก์ชั์ัน y=6x+1 ของคอลัมัน์์ A และ C จากข้อ้มูลูได้้
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(2)	 Sn n= −3 1

เม่ื่�อ n≥2, a S Sn n n
n n n n= − = − − − = − = ⋅−

− − −
1

1 1 13 1 3 1 3 1 3 2 3( ) ( )                                                                                                   …( i )

เม่ื่�อ n=1 แล้ว้ a S1 1
13 1 2= = − =                                 และโดยการแทนท่ี่�สมการนี้้�ในข้อ้ ( i ) สำำ�หรับั n=1 ก็จ็ะเท่่ากับั 2 3 21 1⋅ =−                 

ดัังนั้้�น ( i ) จึงึถูกูต้้องเม่ื่�อ n=1

ดัังนั้้�น an n= ⋅ −2 3 1

� an n= ⋅ −2 3 1

check

กด w เลือืก [Spreadsheet (สเปรดชีีต)] กด | แล้ว้ล้า้งข้อ้มูลูก่อ่นหน้้าโดยการกด W

หลังัจากป้อน [A1:1, A2:2, A3:3 และ A4:4] ตามลำำ�ดับแล้ว้ ให้้กด B เลื่่�อนไปท่ี่� [B1]

กด I เลือืก [Fill Formula (ป้้อนสููตร)] กด |

หลังัจากป้อน [Form (รููปแบบ)= 3 11(A ) -        ] แล้ว้ ให้้กด B

หลังัจากป้อน [Range (ช่่วง):B1:B4] แล้ว้ ให้้กด B 
เลือืก [Confirm (ยืืนยััน)] กด | เลื่่�อนไปท่ี่� [C1]

หลังัจากป้อน [C1:2] แล้ว้ ให้้กด B

กด I เลือืก [Fill Formula (ป้้อนสููตร)] กด |

หลังัจากป้อน [Form (รููปแบบ)=B2-B1] แล้ว้ ให้้กด B

หลังัจากป้อน [Range (ช่่วง):C2:C4] แล้ว้ ให้้กด B เลือืก [Confirm (ยืืนยััน)] กด |

กด q[ สแกนคิิวอาร์์โค้้ดเพ่ื่�อแสดงข้อ้มูลู
นอกจากนี้้� คุณุสามารถใช้้ขั้้�นตอนต่อไปนี้้�เพ่ื่�อเปลี่่�ยนการตั้้�งค่่าได้้ท่ี่� ClassPad.net

แตะแผ่่นงานพิกัดั และแตะคอลัมัน์์ A และคอลัมัน์์ C แตะ [Statistics (สถิิติิ)] แตะ [Regression (การถดถอย)] 
แล้ว้แตะ [abExponential Regression (การถดถอยแบบเลขชี้้�กำำ�ลััง ab)]

เราสามารถยืืนยันัความสัมพันธ์เ์ชิิงฟังก์ชั์ัน y x x= ⋅ = ⋅ −2

3
3 2 3 1

  
                                ของคอลัมัน์์ A และ C จากข้อ้มูลูได้้
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		 หาพจน์์ทัี่�วไป	ข้องลืำาดั้บ	{ }an						ท่ี่�ม่ื่ผลืรวมื่	Sn				ข้องพจน์์แรกถงึพจน์์ท่ี่�	n	ได้้มื่าจากนิ์พจน์์ต่อไปน่์�
(1) S n nn = −4 52

เมื�อ n≥2, a S S n n n n nn n n= − = − − − − − = −−1
2 24 5 4 1 5 1 8 9{ ( ) ( )}                                                                                                                           …( i )

เมื�อ n=1 แล้ืว a S1 1
24 1 5 1 1= = ⋅ − ⋅ =−                                                     แลืะโดัยืการแทั่นั้ท่ั่�สมการน่ั้� ในั้ ( i )

สำาห้รีบั n=1 ก็จึะเท่ั่ากับ 8×1-9=-1 ดัังนัั้�นั้ ( i ) จึงึถกูต้องเมื�อ n=1

ดัังนัั้�นั้ a nn = −8 9

a nn = −8 9

กดั w เลืือก [Spreadsheet (สเปรดชีีติ)] กดั | แล้ืวล้ืางขอ้มูลืก่อนั้ห้น้ั้าโดัยืการกดั W
ห้ลัืงจึากป้อนั้ [A1:1, A2:2, A3:3 แลืะ A4:4] ตามลืำาดัับแล้ืว ให้้กดั B เลืื�อนั้ไปท่ั่� [B1]

กดั I เลืือก [Fill Formula (ป้อนสูติร)] กดั |
ห้ลัืงจึากป้อนั้ 
[Form (รูปแบบ)=4 1 5 12A A-               ]

แล้ืว ให้้กดั B
ห้ลัืงจึากป้อนั้ [Range (ช่ีวง):B1:B4] แล้ืว 
ให้้กดั B เลืือก [Confirm (ยืนยัน)] กดั |
เลืื�อนั้ไปท่ั่� [C1]

ห้ลัืงจึากป้อนั้ [C1:-1] แล้ืว ให้้กดั B
กดั I เลืือก [Fill Formula (ป้อนสูติร)] กดั |
ห้ลัืงจึากป้อนั้ [Form (รูปแบบ)=B2-B1] แล้ืว ให้้กดั B
ห้ลัืงจึากป้อนั้ [Range (ช่ีวง):C2:C4] แล้ืว ให้้กดั B เลืือก [Confirm (ยืนยัน)] กดั |
กดั q[ สแกนั้คิิวอาร์โค้ิดเพื�อแสดังขอ้มูลื
นั้อกจึากน่ั้� คณุิสามารถใช้ข้ั�นั้ตอนั้ต่อไปน่ั้�เพื�อเปล่ื�ยืนั้การตั�งค่าได้ัท่ั่� ClassPad.net

แตะแผ่นั้งานั้พิกัดั แลืะแตะคอลัืมน์ั้ A แลืะคอลัืมน์ั้ C แตะ [Statistics (สถิิติิ)] แตะ 
[Regression (ก้ารถิดถิอย)] แล้ืวแตะ [Linear Regression (ก้ารถิดถิอยเชิีงเส้น)]

เราสามารถยืืนั้ยัืนั้ความสัมพันั้ธ์เ์ช้งิฟังก์ช้ันั้ y=8x-9 ของคอลัืมน์ั้ A แลืะ C จึาก
ขอ้มูลืได้ั



5-7-2-3p5

(2)	 S nn = 3

เมื่่�อ n≥2, a S S n n n nn n n= − = − − = − +−1
3 3 21 3 3 1( )                                                                                                …( i )

เมื่่�อ n=1 แล้้ว a S1 1
31 1= = =                                และโดยการแทนที่�สมการนี้้� ใน ( i ) สำำ�หรับั n=1 

ก็็จะเท่่ากัับ 3 1 3 1 1 12⋅ − ⋅ + =                                   ดัังน้ั้�น ( i ) จึงึถูกูต้้องเมื่่�อ n=1

ดัังน้ั้�น a n nn = − +3 3 12

� a n nn = − +3 3 12

กด w เลืือก [Spreadsheet (สเปรดชีีต)] กด | แล้้วล้้างข้อ้มููลก่อนหน้าโดยการกด W
หลังจากป้อน [A1:1, A2:2, A3:3 และ A4:4] ตามลำำ�ดัับแล้้ว ให้้กด B เลื่่�อนไปท่ี่� [B1]

กด I เลืือก [Fill Formula (ป้้อนสููตร)] กด |
หลังจากป้อน [Form (รููปแบบ)=A ( )1 3    ]  
แล้้ว ให้้กด B
หลังจากป้อน [Range (ช่่วง):B1:B4] แล้้ว 
ให้้กด B เลืือก [Confirm (ยืืนยััน)] กด | 
เลื่่�อนไปท่ี่� [C1]

หลังจากป้อน [C1:1] แล้้ว ให้้กด B
กด I เลืือก [Fill Formula (ป้้อนสููตร)] กด |
หลังจากป้อน [Form (รููปแบบ)=B2-B1] แล้้ว ให้้กด B
หลังจากป้อน [Range (ช่่วง):C2:C4] แล้้ว ให้้กด B เลืือก [Confirm (ยืืนยััน)] กด |
กด q[ สแกนคิิวอาร์์โค้้ดเพื่่�อแสดงข้อ้มููล
นอกจากนี้้� คุณุสามารถใช้ข้ั้้�นตอนต่อไปนี้้�เพื่่�อเปล่ี่�ยนการตั้้�งค่่าได้้ท่ี่� ClassPad.net

แตะแผ่่นงานพิกััด และแตะท่ี่�คอลััมน์์ A และคอลััมน์์ C แตะ [Statistics (สถิิติิ)]  
แตะ [Regression (การถดถอย)]  
แล้้วแตะ [Quadratic Regression (การถดถอยแบบกำำ�ลังสอง)]

เราสามารถยืืนยันความสััมพัันธ์เ์ชิงิฟังก์์ชััน y x x= − +3 3 12               ของคอลััมน์์ A และ 
C จากข้อ้มููลได้้
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ผลืรวมของลืำาดัับท่ั่�แสดังในั้รูปเศษส่วนั้
เศษส่วิน์ย่อย
ผลืรวมื่ข้องลืำาดั้บท่ี่�แต่ลืะพจน์์แสด้งใน์รปูเศษส่วน์นั์�น์	อาจหาได้้โด้ยการแปลืงแต่ลืะพจน์์เป็น์ผลืต่างข้องเศษส่วน์
โด้ยใช้้สตูรต่อไปน่์�

โปรด้ที่ราบวา่การแยกเศษส่วน์ยอ่ยค่ือการคืำาน์วณิผกผัน์ใน์การลืด้ให้เป็น์ตัวส่วน์รว่มื่
1

3 4

1

4 3

1

3

1

4

1

3

1

4( )( )k k k k k k+ +
=
− +

−
+










=
+
−
+  

การทํั่าให้ตัิวิส่วิน์เป็น์จาํน์วิน์ติรรกยะ
ผลืรวมื่ข้องลืำาดั้บท่ี่�ม่ื่เคืรื่่�องหมื่ายรากใน์ตัวส่วน์ข้องแต่ลืะพจน์์	อาจที่ำาให้ตัวส่วน์เป็น์จำาน์วน์ตรรกยะตามื่ท่ี่�แสด้งด้้าน์
ลืา่ง

1

2 1

2 1

2 1 2 1

2 1

2 1
2 1

k k
k k

k k k k
k k k k

+ + +
=

+ − +

+ + + + − +
=

+ − +
−

= + − +
( )( )

การทําความเขา้ใจวธิหีาผลรวมของลําดับท่ีแสดงในรูปเศษส่วน

1 1 1 1
( )( )k a k b b a k a k b+ +

=
− +

−
+









                                                                                           (โดัยืท่ั่� a¹b)

1

k c k d
k c k d
c d+ + +

=
+ − +
−                                                                               (โดัยืท่ั่� c¹d)

ผลืรวมของลืำาดัับต่าง ๆ ((11))ผลืรวมของลืำาดัับต่าง ๆ ผลืรวมของลืำาดัับต่าง ๆ ผลืรวมของลืำาดัับต่าง ๆ ผลืรวมของลืำาดัับต่าง ๆ ผลืรวมของลืำาดัับต่าง ๆ ผลืรวมของลืำาดัับต่าง ๆ 
ลําดับ: ผลรวมของลําดับต่าง ๆลําดับ: ผลรวมของลําดับต่าง ๆ
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	 หาผลรวมของลำำ�ดับด้้านล่า่ง

(1)	
1

1 2

1

2 3

1

3 4

1

1⋅
+
⋅
+
⋅
+ +

+


n n( )

พจน์์ท่ี่� k ในลำำ�ดับนี้้�สามารถแสดงเป็็น 
1

1

1 1

1k k k k( )+
= −

+

ดัังนั้้�น เราจึงึสามารถหาผลรวมของ
 

�

n
n + 1

check

บนเครื่่�องคิิดเลขวิทิยาศาสตร์ ์ให้้ใช้้ปุ่่�มกำ ำ�หนดค่าตััวแปรเพ่ื่�อยืืนยันัว่า่ผลรวมจนถึงึพจน์์ A นั้้�นสอดคล้อ้งกันั
กด w เลือืก [Calculate (คำำ�นวณ)] กด |

ป้อน 
1

1 11 x xx ( )
A

A

A

+
−
+=

∑

ในหน้้าจอตััวแปร ให้้ป้อน [A=50] แล้ว้คำำ�นวณ

เราสามารถยืืนยันัได้้ว่า่ค่่านี้้�ถูกูต้้องเม่ื่�อ A=50 (เราสามารถยืืนยันค่าใด ๆ ได้้โดยการเปลี่่�ยนค่า A ท่ี่�ป้อนไว้)้

(2)	 1

3 2

1

2 3

1

5 2

1

2 1        +
+

+
+

+
+ +

+ + +


n n
พจน์์ท่ี่� k ในลำำ�ดับนี้้�สามารถ

แสดงเป็็น 
1

2 1

2 1

2 1 2 1

2 1

2 1
2 1

k k
k k

k k k k
k k

k k
+ + +

=
+ − +

+ + + + − +
=

+ − +
−

= + − +
( )( )

ดัังนั้้�น เราจึงึสามารถหาผลรวมของ
 

� n + −2 2  

เราสามารถยืืนยันัได้้ว่า่ค่่านี้้�ถูกูต้้องเม่ื่�อ A=80 (เราสามารถยืืนยันค่าใด ๆ ได้้โดยการเปลี่่�ยนค่า A ท่ี่�ป้อนไว้)้

1

1

1 1

1
1

1

1

21 1k k k kk

n

k

n

( )+
= −

+









 = −











= =
∑ ∑     

+ −











+ −











+ +

1

2

1

3

1

3

1

4

1

        


n
−−
+













= −
+
=

+

1

1

1
1

1 1

n

n
n
n

T|RR|  1a[([+1)R1Eq4!!! 

pq4aq4+1

'50B  `B

1

2 1
2 1

3 2 2 3 5 2

1 1k k
k k

k

n

k

n

+ + +
= + − +

= − + − + − + +

= =
∑ ∑( )

( ) ( ) ( )        

(( )n n
n

+ − +

= + −

2 1

2 2  

T|RR|  1as[+2$+s[+1R1Eq4!!! 

p(sq4+2$ps2$)

'80B  `B
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	 หาผลืรวมื่ข้องลืำาดั้บด้้าน์ลืา่ง

(1)
1

2 3

1

3 4

1

4 5

1

1 2⋅
+
⋅
+
⋅
+ +

+ +


( )( )n n

พจึน์ั้ท่ั่� k ในั้ลืำาดัับน่ั้�สามารถแสดังเป็นั้ 
1
1 2

1
1

1
2( )( )k k k k+ +

=
+
−
+

ดัังนัั้�นั้ เราจึงึสามารถห้าผลืรวมของ

n
n2 2( )+

เราสามารถยืืนั้ยัืนั้ได้ัวา่ค่าน่ั้�ถกูต้องเมื�อ A=70 (เราสามารถยืืนั้ยัืนั้ค่าใดั ๆ ได้ั โดัยืการ
เปล่ื�ยืนั้ค่า A ท่ั่�ป้อนั้ไว)้

1
1 2

1
1

1
2

1
2

1
3

1 1( )( )k k k kk

n

k

n

+ +
=

+
−
+











= −





= =
∑ ∑

     





+ −









+ −










1
3

1
4

1
4

1
5           
++ +

+
−

+











= −
+
=

+



1
1

1
2

1
2

1
2 2 2

n n

n
n
n   ( )

T|RR| 1a([+1)([+2)R1E

q4!!!pq4a2(q4+2)

'70B `B
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(2)	 1

3 1

1

5 3

1

7 5

1

2 1 2 1          +
+

+
+

+
+ +

+ + −


n n

พจน์ท่ี่� k ในลำำ�ดัับนี้้�สามารถแสดงเป็็น 

                                                                                                                                   .

ดัังน้ั้�น เราจึงึสามารถหาผลรวมของ

�
1
2
2 1 1

  
( )n + −

เราสามารถยืืนยันได้้ว่า่ค่่านี้้�ถูกูต้้องเมื่่�อ A=100 (เราสามารถยืืนยันค่าใด ๆ ได้้ โดย
การเปล่ี่�ยนค่า A ท่ี่�ป้อนไว้)้

1

2 1 2 1

2 1 2 1

2 1 2 1 2 1 2 1

2 1 2 1
1 1

k k
k k

k k k k
k k

+ + −
=

+ − −

+ + − + − −

=
+ − −
− −

( )( )

( )
== + − −1
2
2 1 2 1  

( )k k

1

2 1 2 1

1
2
2 1 2 1

1
2

2 1 2 1
1 1 1k k

k k k k
k

n

k

n

k

n

+ + −
= + − − = + − −

=

= = =
∑ ∑ ∑     

( ) ( )

11
2

3 1 5 3 7 5 2 1 2 1

1
2
2

                 

  

{( ) ( ) ( ) ( )}

(

− + − + − + + + − −

= +

 n n

n 11 1− )

T|RR|

1as2[+1$+s2[p1R1Eq4!!! 

p1a2$(s2q4+1$p1)

'100B  `B
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ผลืรวมของลืำาดัับท่ั่�อยืู่ในั้รูป (ลืำาดัับเลืขคณิิต)´(ลืำาดัับเรขาคณิิต)
พิจารณิาวธิีก่ารหา	S n nn

n n= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + + − ⋅ + ⋅− −1 1 2 2 3 2 4 2 1 2 22 3 2 1
 ( )

ลืำาดั้บน่์�จะคืณูิลืำาดั้บ	2	ลืำาดั้บต่อไปน่์�ใน์รปูแบบข้อง	(ลืำาดั้บเลืข้คืณิิต)´(ลืำาดั้บเรข้าคืณิิต)

ผลืรวมื่ข้องลืำาดั้บเหลืา่น่์�สามื่ารถหาได้้โด้ยการคืำาน์วณิ	S rSn n-																โด้ยท่ี่�	r	ค่ืออตัราส่วน์รว่มื่ข้องลืำาดั้บเรข้าคืณิิต

โด้ยใช้้สตูรสำาหรื่บัผลืรวมื่ข้องลืำาดั้บเรข้าคืณิิตกบัสมื่การน่์�	เราจะได้้	

ดั้งนั์�น์	เราจงึสามื่ารถหา	S nn
n= − ⋅ +( )1 2 1																																	ได้้

proof

บน์เคืรื่่�องคิืด้เลืข้วทิี่ยาศาสตรื่	์ให้ใช้้ปุ่ มื่กำาหน์ด้ค่ืาตัวแปรเพ่�อยน่์ยนั์วา่ผลืรวมื่จน์ถงึพจน์์	A	นั์�น์สอด้คืลือ้งกนั์

เราสามื่ารถยน่์ยนั์ได้้วา่ค่ืาน่์�ถกูต้องเม่ื่�อ	A=100 (เราสามื่ารถยน่์ยนั์ค่ืาใด้	ๆ	ได้้โด้ยการเปลื่�ยน์ค่ืา	A	ท่ี่�ป้อน์ไว)้

กด้	w	เลือ่ก	[Table (ตาราง)]	กด้	|	แลืว้ลืา้งข้อ้มื่ลูืกอ่น์หน้์าโด้ยการกด้	W

กด้	I	เลือ่ก	[Define f(x)/g(x) (กำำาหนดค่่า f(x)/g(x))]	กด้	|	เลือ่ก	[Define f(x) (กำำาหนดค่่า f(x))]	กด้	|

หลืงัจากป้อน์	f(x)= ( )x x

x

x
× −

=
∑ 2 1

1

               	แลืว้	ให้กด้	B

ด้้วยวธิีก่ารเด่้ยวกนั์	ให้ป้อน์	g(x)=( )x x− × +1 2 1

กด้	I	เลือ่ก	[Table Range (ช่่วงตาราง)]	กด้	|

หลืงัจากป้อน์	[Start (เร่�มต้น):1,	End (ส้ิ้�นสุิ้ด):12,	Step (ข้ั้�น):1]	แลืว้	ให้เลือ่ก	[Execute (ดำาเนินกำาร)]	กด้	B

การทําความเขา้ใจวธิหีาผลรวมของลําดับท่ีอยู่ในรูป (ลําดับเลขคณิต)´(ลําดับเรขาคณิต)

ลืำาดั้บเลืข้คืณิิต : 1 ,	 2 ,	 3 ,	 4 ,	 ... ,	 n-1 ,	 n
ลืำาดั้บเรข้าคืณิิต : 1 ,	 2 ,	 22 ,	 23 ,	 ... ,	 2 2n- ,	 2 1n-

- )
S n n
S
n

n

n n= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + + − ⋅ + ⋅

= ⋅ + ⋅ + ⋅

− −1 1 2 2 3 2 4 2 1 2 2

2 1 2 2 2 3 2

2 3 2 1

2 3

 ( )

++ + − ⋅ + − ⋅ + ⋅− −
 ( ) ( )n n nn n n2 2 1 2 22 1

− = + + + + + + − ⋅− −S nn
n n n1 2 2 2 2 2 22 3 2 1



− = + + + + + + − ⋅ =
−
−
− ⋅ = − ⋅ −− −S n n nn

n n n
n

n n( ) ( )1 2 2 2 2 2 2
2 1

2 1
2 1 2 12 3 2 1



T|RR| [O2^[p1R1Eq4!!! 

p((q4p1)O2^q4$+1)

'100B `B

ผลืรวมของลืำาดัับต่าง ๆ ((22))ผลืรวมของลืำาดัับต่าง ๆ ผลืรวมของลืำาดัับต่าง ๆ ผลืรวมของลืำาดัับต่าง ๆ ผลืรวมของลืำาดัับต่าง ๆ ผลืรวมของลืำาดัับต่าง ๆ ผลืรวมของลืำาดัับต่าง ๆ 
ลําดับ: ผลรวมของลําดับต่าง ๆลําดับ: ผลรวมของลําดับต่าง ๆ

ADVANCED



5-7-2-5p2

	 หา	S n nn
n n= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + + − ⋅ + − ⋅− −1 1 3 3 5 3 7 3 2 3 3 2 1 32 3 2 1

 ( ) ( )

จากการแกส้มื่การ	( i )-(ii)	เราจะได้้	− = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + + ⋅ + ⋅ − − ⋅

= + +

− −2 1 1 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 2 1 3

1 2 3 3

2 3 2 1

2

S nn
n n n

 ( )

( ++ + + + − − ⋅

= + ⋅
−
−

− − ⋅ = −

− −

−

3 3 3 2 1 3

1 2
3 3 1

3 1
2 1 3 2

3 2 1

1



n n n

n
n

n

n

) ( )

( )
( ) {{( ) }n n− ⋅ +1 3 1

ดั้งนั์�น์	S nn
n= − ⋅ +( )1 3 1 S nn

n= − ⋅ +( )1 3 1

เราสามื่ารถยน่์ยนั์ได้้วา่ค่ืาน่์�ถกูต้องเม่ื่�อ	A=100 (เราสามื่ารถยน่์ยนั์ค่ืาใด้	ๆ	ได้้โด้ยการเปลื่�ยน์ค่ืา	A	ท่ี่�ป้อน์ไว)้

	 หา	S n nn
n n= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + + − ⋅ + ⋅−1 5 2 5 3 5 4 5 1 5 52 3 4 1

 ( )

S n n
S
n

n

n n= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + + − ⋅ + − ⋅

= ⋅ + ⋅

− −1 1 3 3 5 3 7 3 2 3 3 2 1 3

3 1 3 3 3

2 3 2 1
 ( ) ( )

22 3 2 15 3 2 5 3 2 3 3 2 1 3+ ⋅ + + − ⋅ + − ⋅ + − ⋅− −
 ( ) ( ) ( )n n nn n n

	 …( i )

	 …(ii)

T|RR| (2[p1)O3^[p1R1Eq4!!! 

p((q4p1)O3^q4$+1)

'100B `B

การการแก้สมการ ( i )-(ii) เราจึะได้ั

ดัังนัั้�นั้ S n
n

n
= − ⋅ ++( )4 1 5 5

16

1

S n
n

n

=
− ⋅ ++( )4 1 5 5
16

1

กดั w เลืือก [Table (ติาราง)] กดั | แล้ืวล้ืางขอ้มูลืก่อนั้ห้น้ั้าโดัยืการกดั W
กดั I เลืือก [Define f(x)/g(x) (ก้ำาหนดค่ิา f(x)/g(x))] กดั |
เลืือก [Define f(x) (ก้ำาหนดค่ิา f(x))] กดั |

ห้ลัืงจึากป้อนั้ f(x)= ( )x x

x

x
×

=
∑ 5
1

                    แล้ืว ให้้กดั B

ด้ัวยืวธิ์ก่ารเด่ัยืวกันั้ ให้้ป้อนั้ g(x)=
( )4 1 5 5

16

1x x− × ++

กดั I เลืือก [Table Range (ช่ีวงติาราง)] กดั |
ห้ลัืงจึากป้อนั้ [Start (เร่�มต้ิน):1, End (สิ�นสุด):4, Step (ขั�น):1]

แล้ืว ให้้เลืือก [Execute (ดำาเนินก้าร)] กดั B

S n n
S
n

n

n n= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + + − ⋅ + ⋅
= ⋅ + ⋅ + ⋅

−1 5 2 5 3 5 4 5 1 5 5

5 1 5 2 5 3 5

2 3 4 1

2 3 4

 ( )

++ + − ⋅ + − ⋅ + ⋅− +
 ( ) ( )n n nn n n2 5 1 5 51 1

 …( i )
 …(ii)

− = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + + ⋅ + ⋅ − ⋅

=
−
−

−

− +4 1 5 1 5 1 5 1 5 1 5 1 5 5
5 5 1
5 1

2 3 4 1 1S n

n

n
n n n

n


( )
⋅⋅ = − − ⋅ ++

+

5
4 1 5 5

4
1

1
n

nn( )
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กลืุ่มของลืำาดัับ
ลืำาดั้บท่ี่�แบ่งออกเป็น์กลืุม่ื่ตามื่กฎีบางประการนั์�น์จะเรื่ย่กวา่กลุ่มของลําดับั

กลืุม่ื่ข้องลืำาดั้บด้้าน์บน์สามื่ารถสรปุได้้ดั้งต่อไปน่์�

( i )	 จน์ถงึจำาน์วน์สดุ้ท้ี่ายใน์กลืุม่ื่ท่ี่�	(n-1)	ม่ื่พจน์์	1+2+3+	...	+(n-1)=
1

2
1

  
n n( )-															(พจน์์)

จำาน์วน์แรกใน์กลืุม่ื่ท่ี่�	n	ค่ือพจน์์ท่ี่�	{ 1
2

1
  
n n( )-															+1}

พจน์์ท่ี่�	k	ใน์ลืำาดั้บน่์�ค่ือ	ak			=k	ดั้งนั์�น์	a n n
n n
1

2
1 1

1

2
1 1( )

( )− +
= − +
  

(ii)	 กลืุม่ื่ท่ี่�	n	ค่ือลืำาดั้บเลืข้คืณิิตท่ี่�ม่ื่พจน์์แรกเป็น์	{ 1
2

1
  
n n( )-															+1}	ผลืต่างรว่มื่เป็น์	1	แลืะม่ื่พจน์์	n	พจน์์	

ดั้งนั์�น์จำาน์วน์ท่ี่�เรื่ย่งใน์กลืุม่ื่ท่ี่�	n	ค่ือ

1

2
1

  
n n( )- +1,	 1

2
1

  
n n( )- +2,	 1

2
1

  
n n( )- +3,	...	,	 1

2
1

  
n n( )- +n

การทําความเขา้ใจกลุ่มของลําดับ

1 | 2,	3 | 4,	5,	6 | ...

กลุ่มทีั่� 1 กลุ่มทีั่� 2 กลุ่มทีั่� 3

ì ï ï í ï ï î ì ï ï í ï ï î ì ï ï í ï ï î

กลืุม่ื่ กลืุม่ื่ท่ี่�	1 กลืุม่ื่ท่ี่�	2 กลืุม่ื่ท่ี่�	3 ... กลืุม่ื่ท่ี่�	(n-1) กลืุม่ื่ท่ี่�	n
ลืำาดั้บ 1 2,	3 4,	5,	6 ... (ii)

พจน์์แรก 1 2 4 ... ( i )

จำาน์วน์สมื่าชิ้ก สมื่าชิ้ก	1	ตัว สมื่าชิ้ก	2	ตัว สมื่าชิ้ก	3	ตัว ... สมื่าชิ้ก	(n-1) สมื่าชิ้ก	n	ตัว

กลืุ่มของลืำาดัับกลืุ่มของลืำาดัับ
ลําดับ: ผลรวมของลําดับต่าง ๆลําดับ: ผลรวมของลําดับต่าง ๆ
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		 โดยกำำ�หนดให้้จำำ�นวนนับเรีียงตามลำำ�ดับจากน้้อยไปมากและแบ่่งให้้กลุ่่�มท่ี่� n มีีสมาชิิก n ตัว ในกรณีีนี้้� จงแก้้โจทย์
ต่่อไปนี้้�
1 | 2, 3 | 4, 5, 6 | 7, 8, 9, 10 | ...
(1)	 หาจำำ�นวนแรกและจำำ�นวนสุดุท้ายในกลุ่่�มท่ี่� 12

จากจำำ�นวนแรกจนถึงึจำำ�นวนสุดุท้ายในกลุ่่�มท่ี่� 11 มีีพจน์์ 1 2 3 11
1

2
11 11 1 66+ + + + = ⋅ ⋅ + =

  
( )                                                                       พจน์์

จำำ�นวนแรกในกลุ่่�มท่ี่� 12 คืือ 67 เน่ื่�องจากพจน์์ทั่่�วไปของลำำ�ดับนี้้�คืือ ak    ดังนั้้�นจึงึเป็็น ak   =k 

เราจะได้้ a67=67

เน่ื่�องจากจำำ�นวนสุดุท้ายของกลุ่่�มท่ี่� 12 คืือ 1 2 3 12
1

2
12 12 1 78+ + + + = ⋅ ⋅ + =

  
( )                                                                        พจน์์ 

เราจะได้้ a78=78

� จ�ำนวนแรก…67 จ�ำนวนสุดทาย…78

(2)	 หาจำำ�นวนแรกในกลุ่่�มท่ี่� n และผลรวมของจำำ�นวนต่าง ๆ ในกลุ่่�มท่ี่� n

จำำ�นวนสุดุท้ายในกลุ่่�มท่ี่� (n-1) คืือ 1+2+3+ ... +(n-1)=
1

2
1

  
n n( )-

ดัังนั้้�น จำำ�นวนแรกในกลุ่่�มท่ี่� n คืือ { 1
2

1
  
n n( )-               +1} 

เน่ื่�องจากพจน์์ทั่่�วไปของลำำ�ดับนี้้�คืือ ak    ดังนั้้�นจึงึเป็็น ak   =k เราจะได้้ a n nn n1

2
1 1

1

2
1 1

    ( )
( )

− +
= − +

จำำ�นวนต่าง ๆ ท่ี่�เรีี ยงในกลุ่่�มท่ี่� n คืือลำำ�ดับเลขคณิิตท่ี่�มีีพจน์์แรกเป็็น { 1
2

1
  
n n( )-               +1} 

ผลต่างร่ว่มเป็็น 1 และมีีพจน์์ n พจน์์ ดังนั้้�นผลรวมของจำำ�นวนเหล่า่นั้้�นคืือ	

1

2  
 ´(จำำ�นวนพจน์์)´{2´(พจน์์แรก)+(n-1)´(ผลต่างร่ว่ม)}=

1

2
2
1

2
1 1 1 1

1

2      
n n n n n n( ) ( ) (− +











+ − ⋅












= 22 1+ )                                                                                  

� จำำ�นวนแรก…
1
2

1 1  n n( )− +                            ผลรวม…
1
2

12

  n n( )+
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		 โด้ยกำาหน์ด้ให้จำาน์วน์ท่ี่�เป็น์จำาน์วน์ค่ื�เรื่ย่งตามื่ลืำาดั้บจากน้์อยไปมื่ากแลืะแบ่งให้กลืุม่ื่ท่ี่�	n	ม่ื่จำาน์วน์	(2n-1)	พจน์์	ใน์
กรณ่ิน่์�	จงแก้โจที่ยต่์อไปน่์�
1 | 3,	5,	7 | 9,	11,	13,	15,	17 | 19,	21,	23,	25,	27,	29,	31 | ...
(1)	 หาจำาน์วน์แรกแลืะจำาน์วน์สดุ้ท้ี่ายใน์กลืุม่ื่ท่ี่�	15

(2)	 หาจำาน์วน์แรกใน์กลืุม่ื่ท่ี่�	n	แลืะผลืรวมื่ข้องจำาน์วน์ต่าง	ๆ	ใน์กลืุม่ื่ท่ี่�	n

จึนั้ถึงจึำานั้วนั้สุดัท้ั่ายืในั้กลืุ่มท่ั่� 14 ม่พจึน์ั้ 

1 3 5 2 14 1
1
2
14 1 2 14 1 196+ + + + ⋅ − = ⋅ ⋅ + ⋅ − = ( ) { ( )}

  
                                                                                                                    พจึน์ั้

จึำานั้วนั้แรกในั้กลืุ่มท่ั่� 15 คือ 197

เนืั้�องจึากพจึน์ั้ทัั่�วไปของลืำาดัับน่ั้�คือ ak    ดัังนัั้�นั้จึงึเป็นั้ ak   =2k-1

จึะได้ัวา่ a197=2×197-1=393

จึำานั้วนั้สุดัท้ั่ายืในั้กลืุ่มท่ั่� 15 คือ 

1 3 5 2 15 1
1
2
15 1 2 15 1 225+ + + + ⋅ − = ⋅ ⋅ + ⋅ − = ( ) { ( )}

                                                                                                                      พจึน์ั้ 

ดัังนัั้�นั้ a225=2×225-1=449

 จึำานั้วนั้แรก…393 จึำานั้วนั้สุดัท้ั่ายื…449

จึำานั้วนั้สุดัท้ั่ายืในั้กลืุ่มท่ั่� (n-1) คือ

ดัังนัั้�นั้ จึำานั้วนั้แรกในั้กลืุ่มท่ั่� n คือ {( )n− +1 12                   }
เนืั้�องจึากพจึน์ั้ทัั่�วไปของลืำาดัับน่ั้�คือ ak    ดัังนัั้�นั้จึงึเป็นั้ ak   =2k-1 เราจึะได้ั 
a n n nn( ) {( ) }− + = − + − = − +1 1

2 2
2 2 1 1 1 2 4 3

จึำานั้วนั้ต่าง ๆ ท่ั่�เรีย่ืงในั้กลืุ่มท่ั่� n คือลืำาดัับเลืขคณิิตท่ั่�ม่พจึน์ั้แรกเป็นั้ (2 4 32n n− +                       )

ผลืต่างรว่มเป็นั้ 2 แลืะม่พจึน์ั้ (2n-1) พจึน์ั้ ดัังนัั้�นั้ผลืรวมของจึำานั้วนั้เห้ล่ืานัั้�นั้คือ 
1
2  

´(จึำานั้วนั้พจึน์ั้)´[2´(พจึน์ั้แรก)+{(จึำานั้วนั้พจึน์ั้)-1}´(ผลืต่างรว่ม)]

จึำานั้วนั้แรก…2 4 32n n− +                         ผลืรวม…( )( )2 1 2 2 12n n n− − +

1 3 5 2 1 1 2 1 2
1
2

1 1

1
1

1

+ + + + ⋅ − − = − = ⋅ − − −

= −
=

−

∑ { ( ) } ( ) ( ) ( )

(

n k n n n

n
k

n

  
))2

= ⋅ − − + + − − ⋅

= − − +

1
2
2 1 2 2 4 3 2 1 1 2

2 1 2 2 1

2

2
   ( )[ ( ) {( ) } ]

( )( )

n n n n

n n n
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ความสัมพันั้ธ์เ์วย่ืนั้เกิดั
ควิามสัมพัน์ธีเ์วิยีน์เกิดสําหรีบััลําดับัเลขคณิติและลําดับัเรขาคณิติ
กำาหน์ด้ให้	a an n+ = +1 2 1																									อยูร่ะหวา่งพจน์์	an				แลืะ	an+1							ซึึ่�งเรื่ย่งติด้กบั	an			กำาหน์ด้ให้	a1=1	จะได้้วา่	
a2=2a1+1=2×1+1=3,	a3=2a2+1=2×3+1=7,	
a4=2a3+1=2×7+1=15,	...	สำาหรื่บัสมื่าชิ้กแต่ลืะตัวใน์ลืำาดั้บ
สมื่การท่ี่�แสด้งการหาพจน์์ต่อไปจากพจน์์กอ่น์หน้์า	ใน์ลืกัษณิะน่์�จะเรื่ย่กวา่
ควิามสัมพัน์ธีเ์วิยีน์เกิด
โด้ยกำาหน์ด้ให้พจน์์แรกเป็น์	a1	ผลืต่างรว่มื่เป็น์	d	หรื่อ่อตัราส่วน์รว่มื่เป็น์	r	เราสามื่ารถแสด้งพจน์์ทัี่�วไปแลืะคืวามื่
สัมื่พัน์ธีเ์วย่น์เกดิ้ข้องลืำาดั้บเลืข้คืณิิตแลืะลืำาดั้บเรข้าคืณิิตได้้ดั้งต่อไปน่์�

วิธิีกีารหาพจน์์ทัั่�วิไปของผลต่ิางของลําดับั
เม่ื่�อระบคุืวามื่สัมื่พัน์ธีเ์วย่น์เกดิ้เป็น์	an+1						=an			+f(n) (สตูรท่ี่�แสด้ง	n)	แลืว้เราสามื่ารถใช้้ผลืต่างข้องลืำาดั้บใน์ข้ั�น์
ตอน์ต่อไปน่์�เพ่�อหาพจน์์ทัี่�วไปได้้
(1)	 แปลืงเป็น์	an+1						-an			=f(n)	แลืะพิจารณิา	f(n)	เป็น์ผลืต่างข้องลืำาดั้บ	bn		ข้องลืำาดั้บ	an

(2)	 หา	an				จากสมื่การ	a a bn k
k

n
= +

=

−

∑1

1

1

																											 (n≥2)	สำาหรื่บัการหาพจน์์ทัี่�วไปข้องลืำาดั้บ	an			จากผลืต่างข้องลืำาดั้บ	bn

(3)	 ยน่์ยนั์วา่สตูรท่ี่�ได้้จากข้อ้	(2)	นั์�น์ถกูต้องหรื่อ่ไม่ื่เม่ื่�อ	n=1	แลืว้หาพจน์์ทัี่�วไป

การทําความเขา้ใจความสัมพันธเ์วยีนเกิดสําหรบัลําดับเลขคณิต ลําดับเรขาคณิต และผลต่างของ
ลําดับ

ความสัมพันั้ธ์เ์วย่ืนั้เกิดั พจึน์ั้ทัั่�วไป
ลืำาดัับ

เลืขคณิิต
ลืำาดัับ

เรขาคณิิต

a a dn n+ = +1 a a n dn = + −1 1( )

a ran n+ =1 a a rn
n= −

1
1

ความสัมพันั้ธ์เ์วย่ืนั้เกิดั ((11))ความสัมพันั้ธ์เ์วย่ืนั้เกิดั ความสัมพันั้ธ์เ์วย่ืนั้เกิดั ความสัมพันั้ธ์เ์วย่ืนั้เกิดั ความสัมพันั้ธ์เ์วย่ืนั้เกิดั ความสัมพันั้ธ์เ์วย่ืนั้เกิดั ความสัมพันั้ธ์เ์วย่ืนั้เกิดั ความสัมพันั้ธ์เ์วย่ืนั้เกิดั 
ลําดับ: การอปุนัยเชิงคณิตศาสตร์ลําดับ: การอปุนัยเชิงคณิตศาสตร์
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	 	 หาพจน์์ท่ี่� 2 ถึงึพจน์์ท่ี่� 5 โดยกำำ�หนดให้้พจน์์แรกและความสัมพันธ์เ์วีียนเกิดิมีีรูปูแบบดัังต่่อไปนี้้�
(1)	 a1=2, an+1 =4an +5

a2=4a1+5=4×2+5=13, a3=4a2+5=4×13+5=57, a4=4a3+5=4×57+5=233, a5=4a4+5=4×233+5=937

� a2=13, a3=57, a4=233, a5=937

(2)	 a1=5, an+1 =2an -3

a2=2a1-3=2×5-3=7, a3=2a2-3=2×7-3=11, a4=2a3-3=2×11-3=19, a5=2a4-3=2×19-3=35

� a2=7, a3=11, a4=19, a5=35

(3)	 a1=1, an+1 =an 

+1

a2=a1+1=1+1=2, a3=a2+1=2+1=5, a4=a3+1=5+1=26, a5=a4+1=26+1=677

� a2=2, a3=5, a4=26, a5=677

check

กด w เลือืก [Spreadsheet (สเปรดชีีต)] กด | แล้ว้ล้า้งข้อ้มูลูก่อ่นหน้้าโดยการกด W
(1)	 หลังัจากป้อน [A1:2] แล้ว้ ให้้กด B

กด I เลือืก [Fill Formula (ป้้อนสููตร)] กด |

หลังัจากป้อน [Form (รููปแบบ)=4A1+5] แล้ว้ ให้้กด B

หลังัจากป้อน [Range (ช่่วง):A2:A5] แล้ว้ ให้้กด B เลือืก [Confirm (ยืืนยััน)] กด |

(2)	 เม่ื่�อแผ่่นงานปรากฏขึ้้�น ให้้เลื่่�อนไปท่ี่� [B1]

หลังัจากป้อน [B1:5] แล้ว้ ให้้กด B

กด I เลือืก [Fill Formula (ป้้อนสููตร)] กด |

หลังัจากป้อน [Form (รููปแบบ)=2B1-3] แล้ว้ ให้้กด B

หลังัจากป้อน [Range (ช่่วง):B2:B5] แล้ว้ ให้้กด B เลือืก [Confirm (ยืืนยััน)] กด |

(3)	 เม่ื่�อแผ่่นงานปรากฏขึ้้�น ให้้เลื่่�อนไปท่ี่� [C1]

หลังัจากป้อน [C1:1] แล้ว้ ให้้กด B

กด I เลือืก [Fill Formula (ป้้อนสููตร)] กด |

หลังัจากป้อน [Form (รููปแบบ)=C1+1] แล้ว้ ให้้กด B

หลังัจากป้อน [Range (ช่่วง):C2:C5] แล้ว้ ให้้กด B เลือืก [Confirm (ยืืนยััน)] กด |



5-7-3-1p3

	 	 หาพจน์์ทั่่�วไปของลำำ�ดับ an   โดยกำำ�หนดให้้พจน์์แรกและความสัมพันธ์เ์วีียนเกิดิมีีรูปูแบบดัังต่่อไปนี้้�
(1)	 a1=7, an+1 =an -3

ลำำ�ดับ an   คืือลำำ�ดับเลขคณิิตท่ี่�มีีพจน์์แรกเป็็น 7 และผลต่างร่ว่มเป็็น -3 	
ดัังนั้้�น an   =7+(n-1)×(-3)=-3n+10

� a nn =− +3 10

(2)	 a1=5, an+1 =2an

ลำำ�ดับ an   คืือลำำ�ดับเรขาคณิิตท่ี่�มีีพจน์์แรกเป็็น 5 และอัตัราส่่วนร่ว่มเป็็น 2 
ดัังนั้้�น an n= ⋅ −5 2 1

� an n= ⋅ −5 2 1

(3)	 a1=3, an+1 =an +2n

จาก an+1      -an   =2n แล้ว้สำำ�หรับัผลต่างของลำำ�ดับ bn  ของลำำ�ดับ an   เราจะได้้ bn  =2n

โดยกำำ�หนดให้้ n≥2 แล้ว้ a a b k n n n nn k
k

n

k

n
= + = + = + ⋅ − = − +

=

−

=

−

∑ ∑1

1

1

1

1
23 2 3 2

1

2
1 3

  
( )

ซ่ึ่�งยังัถูกูต้้องเม่ื่�อ n=1 และ 1 1 3 32 − + =

ดัังนั้้�น พจน์์ทั่่�วไปคืือ a n nn = − +2 3

� a n nn = − +2 3

check

กด w เลือืก [Spreadsheet (สเปรดชีีต)] กด | แล้ว้ล้า้งข้อ้มูลูก่อ่นหน้้าโดยการกด W

หลังัจากป้อน [A1:1, A2:2, A3:3 และ A4:4] ตามลำำ�ดับแล้ว้ ให้้กด B เลื่่�อนไปท่ี่� [B1]

(1)	 หลังัจากป้อน [B1:7] แล้ว้ ให้้กด B

กด I เลือืก [Fill Formula (ป้้อนสููตร)] กด |

หลังัจากป้อน [Form (รููปแบบ)=B1-3] แล้ว้ ให้้กด B

หลังัจากป้อน [Range (ช่่วง):B2:B4] แล้ว้ ให้้กด B เลือืก [Confirm (ยืืนยััน)] กด |

(2)	 เม่ื่�อแผ่่นงานปรากฏขึ้้�น ให้้เลื่่�อนไปท่ี่� [C1]

หลังัจากป้อน [C1:5] แล้ว้ ให้้กด B

กด I เลือืก [Fill Formula (ป้้อนสููตร)] กด |

หลังัจากป้อน [Form (รููปแบบ)=2C1] แล้ว้ ให้้กด B

หลังัจากป้อน [Range (ช่่วง):C2:C4] แล้ว้ ให้้กด B เลือืก [Confirm (ยืืนยััน)] กด |

(3)	 เม่ื่�อแผ่่นงานปรากฏขึ้้�น ให้้เลื่่�อนไปท่ี่� [D1]

หลังัจากป้อน [D1:3] แล้ว้ ให้้กด B

กด I เลือืก [Fill Formula (ป้้อนสููตร)] กด |

หลังัจากป้อน [Form (รููปแบบ)=D1+2A1] แล้ว้ ให้้กด B

หลังัจากป้อน [Range (ช่่วง):D2:D4] แล้ว้ ให้้กด B เลือืก [Confirm (ยืืนยััน)] กด |

กด q[ สแกนคิิวอาร์์โค้้ดเพ่ื่�อแสดงข้อ้มูลู (มีีต่อในหน้้าถัดัไป)
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(1)	 แตะคอลัมัน์์ A และคอลัมัน์์ B แตะ [Statistics (สถิิติิ)], [Regression (การถดถอย)] 	
และ [Linear Regression (การถดถอยเชิิงเส้้น)] ตามลำำ�ดับนี้้�
เราสามารถยืืนยันความสัมพันธ์เ์ชิิงฟังก์ชั์ัน y=-3x+10 ของคอลัมัน์์ A และ B ได้้

(2)	 แตะคอลัมัน์์ A และคอลัมัน์์ C แตะ [Statistics (สถิิติิ)], [Regression (การถดถอย)] 	
และ [abExponential Regression (การถดถอยแบบเลขชี้้�กำำ�ลััง ab)] ตามลำำ�ดับนี้้�

เราสามารถยืืนยันัความสัมพันธ์เ์ชิิงฟังก์ชั์ัน y x x= ⋅ = ⋅ −  5
2
2 5 2 1                                ของคอลัมัน์์ A และ C ได้้

(3)	 แตะคอลัมัน์์ A และคอลัมัน์์ D แตะ [Statistics (สถิิติิ)], [Regression (การถดถอย)] 	
และ [Quadratic Regression (การถดถอยแบบกำำ�ลัังสอง)] ตามลำำ�ดับนี้้�
เราสามารถยืืนยันัความสัมพันธ์เ์ชิิงฟังก์ชั์ัน y x x= − +2 3                        ของคอลัมัน์์ A และ D ได้้



5-7-3-1p5

	 	 หาพจน์์ท่ี่�	2	ถงึพจน์์ท่ี่�	5	โด้ยกำาหน์ด้ให้พจน์์แรกแลืะคืวามื่สัมื่พัน์ธีเ์วย่น์เกดิ้ม่ื่รปูแบบดั้งต่อไปน่์�
(1) a1=-4,	an+1 =-2an +1

(2) a1=3,	an+1 =2an -1

a2=-2a1+1=-2×(-4)+1=9, a3=-2a2+1=-2×9+1=-17, 
a4=-2a3+1=-2×(-17)+1=35, a5=-2a4+1=-2×35+1=-69

a2=9, a3=-17, a4=35, a5=-69

a2=2a1-1=2×3-1=5, a3=2a2-1=2×5-1=9, 
a4=2a3-1=2×9-1=17, a5=2a4-1=2×17-1=33

a2=5, a3=9, a4=17, a5=33

กดั w เลืือก [Spreadsheet (สเปรดชีีติ)] กดั | แล้ืวล้ืางขอ้มูลืก่อนั้ห้น้ั้าโดัยืการกดั W
(1) ห้ลัืงจึากป้อนั้ [A1:-4] แล้ืว ให้้กดั B
  กดั I เลืือก [Fill Formula (ป้อนสูติร)]

กดั |
  ห้ลัืงจึากป้อนั้ [Form (รูปแบบ)=-2A1+1] แล้ืว ให้้กดั B
ห้ลัืงจึากป้อนั้ [Range (ช่ีวง):A2:A5] แล้ืว ให้้
กดั B เลืือก [Confirm (ยืนยัน)] กดั |

(2) เมื�อแผ่นั้งานั้ปรากฏขึ�นั้ ให้้เลืื�อนั้
ไปท่ั่� [B1]

 ห้ลัืงจึากป้อนั้ [B1:3] แล้ืว ให้้กดั B
 กดั I เลืือก [Fill Formula (ป้อนสูติร)] กดั |
 ห้ลัืงจึากป้อนั้ [Form (รูปแบบ)=2B1-1] แล้ืว ให้้กดั B
ห้ลัืงจึากป้อนั้ [Range (ช่ีวง):B2:B5] แล้ืว ให้้
กดั B เลืือก [Confirm (ยืนยัน)] กดั |
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	 	 หาพจน์์ทั่่�วไปของลำำ�ดับ an   โดยกำำ�หนดให้้พจน์์แรกและความสัมพันธ์เ์วีียนเกิดิมีีรูปูแบบดัังต่่อไปนี้้�
(1)	 a1=4, an+1 =an +7

(2)	 a1=2, a an n+ =1
1

2  

(3)	 a1=-5, an+1 =an +4n

ลำำ�ดัับ an   คืือลำำ�ดัับเลขคณิิตท่ี่�มีีพจน์แรกเป็็น 4 และผลต่างร่ว่มเป็็น 7 
ดัังน้ั้�น an   =4+(n-1)×7=7n-3

� a nn = −7 3

ลำำ�ดัับ an   คืือลำำ�ดัับเรขาคณิิตท่ี่�มีีพจน์แรกเป็็น 2 และอััตราส่่วนร่ว่มเป็็น 
1
2    

ดัังน้ั้�น an
n

= ⋅









−

2
1
2

1

  

� an
n

= ⋅









−

2
1
2

1

  

จาก a a nn n+ − =1 4                              แล้้วสำำ�หรับัผลต่างของลำำ�ดัับ { }bn       ของลำำ�ดัับ { }an       
เราจะได้้ b nn = 4

โดยกำำ�หนดให้้ n≥2 แล้้ว  

a a b k n n n nn k
k

n

k

n
= + =− + =− + ⋅ − = − −

=

−

=

−

∑ ∑1
1

1

1

1
25 4 5 4

1
2

1 2 2 5  
( )

ซ่ึ่�งยัังถูกูต้้องเมื่่�อ n=1 และ 2 1 2 1 5 52⋅ − ⋅ − =−

ดัังน้ั้�น พจน์ท่ั่�วไปคืือ a n nn = − −2 2 52

� a n nn = − −2 2 52
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กด w เลืือก [Spreadsheet (สเปรดชีีต)] กด | แล้้วล้้างข้อ้มููลก่อนหน้าโดยการกด W
หลังจากป้อน [A1:1, A2:2, A3:3 และ A4:4] ตามลำำ�ดัับแล้้ว ให้้กด B เลื่่�อนไปท่ี่� [B1]
(1) หลั งจากป้อน [B1:4] แล้้ว ให้้กด B
 � กด I เลืือก [Fill Formula (ป้้อนสููตร)]  
กด |

 หลั งจากป้อน [Form (รููปแบบ)=B1+7] แล้้ว ให้้กด B
  �หลังจากป้อน [Range (ช่่วง):B2:B4] แล้้ว ให้้กด B 
เลืือก [Confirm (ยืืนยััน)] กด |

(2)  เมื่่�อแผ่่นงานปรากฏขึ้้�น ให้้เลื่่�อน
ไปท่ี่� [C1]

 หลั งจากป้อน [C1:2] แล้้ว ให้้กด B
  กด I เลืือก [Fill Formula (ป้้อนสููตร)] กด |

 หลั งจากป้อน [Form (รููปแบบ)=
1
2    C1] แล้้ว ให้้กด B

  �หลังจากป้อน [Range (ช่่วง):C2:C4] แล้้ว ให้้กด B 

เลืือก [Confirm (ยืืนยััน)] กด |

(3)  เมื่่�อแผ่่นงานปรากฏขึ้้�น ให้้เลื่่�อน
ไปท่ี่� [D1]

 หลั งจากป้อน [D1:-5] แล้้ว ให้้กด B
  กด I เลืือก [Fill Formula (ป้้อนสููตร)] กด |
 หลั งจากป้อน [Form (รููปแบบ)=D1+4A1] แล้้ว ให้้กด B
  �หลังจากป้อน [Range (ช่่วง):D2:D4] แล้้ว ให้้กด B 
เลืือก [Confirm (ยืืนยััน)] กด |

กด q[ สแกนคิิวอาร์์โค้้ดเพื่่�อแสดงข้อ้มููล (มีีต่อในหน้าถััดไป)
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(1)  แตะคอลััมน์์ A และคอลััมน์์ B แตะ [Statistics (สถิิติิ)], [Regression (การถดถอย)] 
และ [Linear Regression (การถดถอยเชิิงเส้้น)] ตามลำำ�ดัับนี้้�

  เราสามารถยืืนยันความสััมพัันธ์เ์ชิงิฟังก์์ชััน y=7x-3 ของคอลััมน์์ A และ B ได้้

(2)  แตะคอลััมน์์ A และคอลััมน์์ C แตะ [Statistics (สถิิติิ)], [Regression (การถดถอย)] 
และ [abExponential Regression (การถดถอยแบบเลขชี้้�กำำ�ลัง ab)] ตามลำำ�ดัับนี้้�

 � เราสามารถยืืนยันความสััมพัันธ์เ์ชิงิฟังก์์ชััน y
x x

= ⋅








= ⋅










−

4
1
2

2
1
2

1

                                                ของคอลััมน์์ 

A และ C ได้้

(3)  แตะคอลััมน์์ A และคอลััมน์์ D แตะ [Statistics (สถิิติิ)], [Regression (การถดถอย)] 
และ [Quadratic Regression (การถดถอยแบบกำำ�ลังสอง)] ตามลำำ�ดัับนี้้�

 � เราสามารถยืืนยันความสััมพัันธ์เ์ชิงิฟังก์์ชััน y x x= − −2 2 52                                 ของคอลััมน์์ A และ 
D ได้้
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ความสัมพันั้ธ์เ์วย่ืนั้เกิดัในั้รูปแบบ a pa qn n+ = +1

พิจารณิาวธิีก่ารหาพจน์์ทัี่�วไปโด้ยกำาหน์ด้ให้คืวามื่สัมื่พัน์ธีเ์วย่น์เกดิ้ข้องลืำาดั้บ	an			แสด้งเป็น์	
an+1						=pan			+q (p	แลืะ	q	ค่ือค่ืาคืงตัว	แลืะ	p¹1	แลืะ	q¹0)	 …( i )

หาก	( i )	สามื่ารถแปลืงเป็น์	an+1						-c=p(an			-c)	 …(ii)	แลืว้เราสามื่ารถพิจารณิาลืำาดั้บ	{an			-c}	เป็น์ลืำาดั้บ
เรข้าคืณิิตท่ี่�ม่ื่พจน์์แรกเป็น์	a1-c	แลืะอตัราส่วน์รว่มื่เป็น์	p	จากส่วน์น่์�เราจงึสามื่ารถหาพจน์์ทัี่�วไป	an				ได้้
สมื่มื่ติวา่เราสามื่ารถแปลืงคืวามื่สัมื่พัน์ธีเ์วย่น์เกดิ้	an+1						=pan			+q	 …( i )	เป็น์	an+1						-c=p(an			-c)	 …(ii)

โด้ยการแปลืงเป็น์	(ii)	เราจะได้้	an+1						=pan			-pc+c	 …(iii)

โด้ยการเปรื่ย่บเท่ี่ยบ	(iii)	แลืะ	( i )	เราจะได้้	q=-pc+c	จงึกลืา่วได้้วา่เราได้้	c=pc+q	 …(iv)

สตูรน่์�	(iv)	เหม่ื่อน์กบัสตูร	( i )	แต่แที่น์ท่ี่�	an+1							แลืะ	an				ด้้วย	c	แลืะเราเรื่ย่กสตูรน่์�	(iv)	วา่สมการลักษณะเฉพาะ
เราสามื่ารถใช้้สตูรน่์�เพ่�อแกส้มื่การเวย่น์เกดิ้ใน์รปูแบบ	an+1						=pan			+q	ได้้	ตามื่ท่ี่�แสด้งด้้าน์ลืา่ง

	 หาพจน์์ทัี่�วไป	an				ข้องลืำาดั้บ	an			ด้้าน์ลืา่ง
(1) a1=1,	an+1 =3an +2

แก	้c=3c+2	เพ่�อจะได้้	c=-1

ดั้งนั์�น์	เราสามื่ารถแปลืง	an+1						=3an			+2	เป็น์	an+1						+1=3(an			+1)

ซึึ่�งแสด้งวา่ลืำาดั้บ	an			+1	ค่ือลืำาดั้บเรข้าคืณิิตท่ี่�ม่ื่พจน์์แรกเป็น์	a1+1=2	แลืะอตัราส่วน์รว่มื่เป็น์	3
ดั้งนั์�น์	จาก	an n+ = ⋅ −1 2 3 1																									นั์�น์ค่ือ	an n= ⋅ −−2 3 11

an n= ⋅ −−2 3 11

(2) a1=3,	an+1 =-4an +1

แก	้c=-4c+1	เพ่�อจะได้้	c=
1

5  

ดั้งนั์�น์	เราสามื่ารถแปลืง	an+1						=-4an			+1	เป็น์	a an n+ − = − −








1

1

5
4

1

5    

ซึึ่�งแสด้งวา่ลืำาดั้บ	an −












1

5  											ค่ือลืำาดั้บเรข้าคืณิิตท่ี่�ม่ื่พจน์์แรกเป็น์	a1-
1

5  
=
  14
5
				แลืะอตัราส่วน์รว่มื่เป็น์	-4

ดั้งนั์�น์	จาก	an n− = ⋅ − −1

5

14

5
4 1

  
  
( )																																				นั์�น์ค่ือ	an n= ⋅ − +−  

  
14

5
4

1

5
1( )

an n= ⋅ − +−   
  

14
5

4
1
5

1( )

การทําความเขา้ใจวธิหีาพจน์ทัว่ไปของความสัมพันธเ์วยีนเกิดในรูปแบบ a pa qn n+ = +1

(1) ห้าคำาตอบ c จึาก c=pc+q สำาห้รีบัสมการลัืกษณิะ
เฉพาะของ an+1       =pan   +q

(2) ห้าพจึน์ั้ทัั่�วไปของ {an   -c} แลืะห้าพจึน์ั้ทัั่�วไปของ an   

ความสัมพันั้ธ์เ์วย่ืนั้เกิดั ((22))ความสัมพันั้ธ์เ์วย่ืนั้เกิดั ความสัมพันั้ธ์เ์วย่ืนั้เกิดั ความสัมพันั้ธ์เ์วย่ืนั้เกิดั ความสัมพันั้ธ์เ์วย่ืนั้เกิดั ความสัมพันั้ธ์เ์วย่ืนั้เกิดั ความสัมพันั้ธ์เ์วย่ืนั้เกิดั ความสัมพันั้ธ์เ์วย่ืนั้เกิดั 
ลําดับ: การอปุนัยเชิงคณิตศาสตร์ลําดับ: การอปุนัยเชิงคณิตศาสตร์
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check

กด w เลือืก [Spreadsheet (สเปรดชีีต)] กด | แล้ว้ล้า้งข้อ้มูลูก่อ่นหน้้าโดยการกด W

หลังัจากป้อน [A1:1, A2:2, A3:3 และ A4:4] ตามลำำ�ดับแล้ว้ ให้้กด B เลื่่�อนไปท่ี่� [B1]

(1)	 หลังัจากป้อน [B1:1] แล้ว้ ให้้กด B

กด I เลือืก [Fill Formula (ป้้อนสููตร)] กด |

หลังัจากป้อน [Form (รููปแบบ)=3B1+2] แล้ว้ ให้้กด B

หลังัจากป้อน [Range (ช่่วง):B2:B4] แล้ว้ ให้้กด B เลือืก [Confirm (ยืืนยััน)] กด | เลื่่�อนไปท่ี่� [C1]

กด I เลือืก [Fill Formula (ป้้อนสููตร)] กด |

หลังัจากป้อน [Form (รููปแบบ)=2 3 11 1× −−(A )               ] แล้ว้ ให้้กด B

หลังัจากป้อน [Range (ช่่วง):C1:C4] แล้ว้ ให้้กด B เลือืก [Confirm (ยืืนยััน)] กด | เลื่่�อนไปท่ี่� [D1]

เราสามารถยืืนยันัได้้ว่า่พจน์์แรกถึงึพจน์์ท่ี่� 4 ของความสัมพันธ์เ์วีียนเกิดิใน B1 ถึงึ B4 และพจน์์แรกถึงึพจน์์ท่ี่� 4 ของ
พจน์์ทั่่�วไปใน C1 ถึงึ C4 นั้้�นเหมืือนกันั

(2)	 หลังัจากป้อน [D1:3] แล้ว้ ให้้กด B

กด I เลือืก [Fill Formula (ป้้อนสููตร)] กด |

หลังัจากป้อน [Form (รููปแบบ)=-4D1+1] แล้ว้ ให้้กด B

หลังัจากป้อน [Range (ช่่วง):D2:D4] แล้ว้ ให้้กด B เลือืก [Confirm (ยืืนยััน)] กด | เลื่่�อนไปท่ี่� [E1]

กด I เลือืก [Fill Formula (ป้้อนสููตร)] กด |

หลังัจากป้อน [Form (รููปแบบ)=
  

  
14

5
4

1

5
1 1× − +−( )(A )                       ] แล้ว้ ให้้กด B

หลังัจากป้อน [Range (ช่่วง):E1:E4] แล้ว้ ให้้กด B เลือืก [Confirm (ยืืนยััน)] กด |

เราสามารถยืืนยันัได้้ว่า่พจน์์แรกถึงึพจน์์ท่ี่� 4 ของความสัมพันธ์เ์วีียนเกิดิใน D1 ถึงึ D4 และพจน์์แรกถึงึพจน์์ท่ี่� 4 
ของพจน์์ทั่่�วไปใน E1 ถึงึ E4 นั้้�นเหมืือนกันั
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	 หาพจน์์ทัี่�วไป	an			ข้องลืำาดั้บ	an		ด้้าน์ลืา่ง
(1) a1=1,	an+1 =2an +1

(2) a1=
3

2  
,	an+1 = 1

2  
an + 1

2  

แก้ c=2c+1 เพื�อจึะได้ั c=-1

ดัังนัั้�นั้ เราสามารถแปลืง an+1      =2an   +1 เป็นั้ an+1      +1=2(an   +1)

ซึึ่�งแสดังวา่ลืำาดัับ an   +1 คือลืำาดัับเรขาคณิิตท่ั่�ม่พจึน์ั้แรกเป็นั้ a1+1=2 แลืะ
อัตราส่วนั้รว่มเป็นั้ 2
ดัังนัั้�นั้ จึาก an n+ = ⋅ −1 2 2 1                              นัั้�นั้คือ an n= −2 1

an n= −2 1

แก้ c= 1
2  c

+ 1
2   เพื�อจึะได้ั c

=1

ดัังนัั้�นั้ เราสามารถแปลืง an+1      =
1
2  
an   +

1
2   เป็นั้ an+1      -1= 1

2  
(an   -1)

ซึึ่�งแสดังวา่ลืำาดัับ an   -1 คือลืำาดัับเรขาคณิิตท่ั่�ม่พจึน์ั้แรกเป็นั้ a1-1= 1
2   แลืะ

อัตราส่วนั้รว่มเป็นั้ 1
2  

ดัังนัั้�นั้ จึาก an
n

− = ⋅









−

1
1
2
1
2

1                                         นัั้�นั้คือ an
n

=








+  1

2
1

an
n

=








+

  1
2

1
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กด w เลืือก [Spreadsheet (สเปรดชีีต)] กด | แล้้วล้้างข้อ้มููลก่อนหน้าโดยการกด W
หลังจากป้อน [A1:1, A2:2, A3:3 และ A4:4] ตามลำำ�ดัับแล้้ว ให้้กด B เลื่่�อนไปท่ี่� [B1]
(1) หลั งจากป้อน [B1:1] แล้้ว ให้้กด B
  กด I เลืือก [Fill Formula (ป้้อนสููตร)] กด |
  �หลังจากป้อน [Form (รููปแบบ)=2B1+1] แล้้ว ให้้กด B
 �หลั งจากป้อน [Range (ช่่วง):B2:B4] แล้้ว ให้้กด B เลืือก [Confirm (ยืืนยััน)] กด | 
เลื่่�อนไปท่ี่� [C1]

  กด I เลืือก [Fill Formula (ป้้อนสููตร)] กด |
  �หลังจากป้อน [Form (รููปแบบ)=2 11(A ) -        ] แล้้ว ให้้กด B
 �หลั งจากป้อน [Range (ช่่วง):C1:C4] แล้้ว ให้้กด B เลืือก [Confirm (ยืืนยััน)] กด | 
เลื่่�อนไปท่ี่� [D1]

 � เราสามารถยืืนยันได้้ว่า่พจน์แรกถึึงพจน์ท่ี่� 4 ของความสััมพัันธ์เ์วีียนเกิิดใน B1 ถึึง 
B4 และพจน์แรกถึึงพจน์ท่ี่� 4 ของพจน์ท่ั่�วไปใน C1 ถึึง C4 น้ั้�นเหมือนกัน

(2) หลั งจากป้อน [D1: 3
2  

] แล้้ว ให้้กด B

  กด I เลืือก [Fill Formula (ป้้อนสููตร)] กด |

 �หลั งจากป้อน [Form (รููปแบบ) = 1
2  D1+ 1

2  
] แล้้ว ให้้กด B

 �หลั งจากป้อน [Range (ช่่วง):D2:D4] แล้้ว ให้้กด B เลืือก [Confirm (ยืืนยััน)] กด | 
เลื่่�อนไปท่ี่� [E1]

  กด I เลืือก [Fill Formula (ป้้อนสููตร)] กด |

  �หลังจากป้อน [Form (รููปแบบ)=   1
2

1
1







+

(A )

           ] แล้้ว ให้้กด B

 หลั งจากป้อน [Range (ช่่วง):E1:E4] แล้้ว ให้้กด B เลืือก [Confirm (ยืืนยััน)] กด |

 � เราสามารถยืืนยันได้้ว่า่พจน์แรกถึึงพจน์ท่ี่� 4 ของความสััมพัันธ์เ์วีียนเกิิดใน D1 ถึึง 
D4 และพจน์แรกถึึงพจน์ท่ี่� 4 ของพจน์ท่ั่�วไปใน E1 ถึึง E4 น้ั้�นเหมือนกัน
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รูปทั่รงแลืะความสัมพันั้ธ์เ์วย่ืนั้เกิดั
เราสามื่ารถใช้้คืวามื่สัมื่พัน์ธีเ์วย่น์เกดิ้เพ่�อแก้โจที่ยเ์ก่�ยวกบัรปูที่รง	เช่้น์	การหาจำาน์วน์ข้องโดเมน์ท่ี่�สรา้งข้ึ�น์โด้ย
การวาด้เส้น์ตรงจำาน์วน์	n	เส้น์บน์ระน์าบ	หรื่อ่การหาคืวามื่ยาวด้้าน์ข้องรปูที่รงส่�เหลื่�ยมื่โด้ยการเช่้�อมื่จดุ้กึ�งกลืางข้อง
ด้้าน์ต่าง	ๆ	ข้องรปูที่รงส่�เหลื่�ยมื่
		 สมื่มื่ติวา่ม่ื่เส้น์ตรงจำาน์วน์	n	เส้น์ท่ี่�วาด้บน์ระน์าบ	โด้ยท่ี่�	2	เส้น์นั์�น์ไม่ื่ข้น์าน์กนั์	แลืะ	3	เส้น์ไม่ื่ตัด้กนั์ท่ี่�จดุ้	1	จดุ้
พิจารณิาวธิีท่่ี่�เส้น์ตรง	n	เส้น์เหลืา่น่์�แบ่งระน์าบออกเป็น์	an				โด้เมื่น์

เม่ื่�อเพิ�มื่เส้น์ท่ี่�	(n+1)	เป็น์	l	แลืว้	เส้น์	l	จะตัด้กบัแต่ลืะเส้น์	n	ท่ี่�ม่ื่อยูท่่ี่�จดุ้	1	จดุ้	ที่ำาให้เกดิ้จดุ้ตัด้ใหม่ื่จำาน์วน์	n	จดุ้	
ดั้งนั์�น์	โด้ยการวาด้เส้น์	l	โด้เมื่น์จะเพิ�มื่ข้ึ�น์เป็น์	(n+1)	กลืา่วค่ือเราจะเห็น์ได้้วา่จำาน์วน์ข้องโด้เมื่น์	an+1							ท่ี่�ถกูแบ่ง
ด้้วยเส้น์จำาน์วน์	(n+1)	เส้น์ค่ือ	(n+1)	มื่ากกวา่จำาน์วน์โด้เมื่น์	an				ท่ี่�ถกูแบ่งด้้วยเส้น์จำาน์วน์	n	เส้น์	
ดั้งนั์�น์	จะได้้	a a nn n+ = + +1 1

การทําความเขา้ใจเก่ียวกับรูปทรงและความสัมพันธเ์วยีนเกิด

1

2

( i ) การวาด้เส้น์	1	เส้น์บน์
ระน์าบจะแบ่งระน์าบ
ออกเป็น์	2	โด้เมื่น์

a1=2 a2=a1+2=2+2=4

1

3

2
4

(ii) การเพิ�มื่เส้น์	1	เส้น์
ใน์ข้อ้	( i )	จะเพิ�มื่โด้เมื่น์
ใหม่ื่	2	โด้เมื่น์

a3=a2+3=4+3=7

1 3

2 45

6
7

(iii) การเพิ�มื่เส้น์	1	เส้น์ใน์
ข้อ้	(ii)	จะเพิ�มื่โด้เมื่น์
ใหม่ื่	3	โด้เมื่น์

a4=a3+4=7+4=11

1 3

2
4

5

8

6

9

7

10

11

(iv) การเพิ�มื่เส้น์	1	เส้น์ใน์
ข้อ้	(iii)	จะเพิ�มื่โด้เมื่น์
ใหม่ื่	4	โด้เมื่น์

ความสัมพันั้ธ์เ์วย่ืนั้เกิดัต่าง ๆ ((11))ความสัมพันั้ธ์เ์วย่ืนั้เกิดัต่าง ๆ ความสัมพันั้ธ์เ์วย่ืนั้เกิดัต่าง ๆ ความสัมพันั้ธ์เ์วย่ืนั้เกิดัต่าง ๆ ความสัมพันั้ธ์เ์วย่ืนั้เกิดัต่าง ๆ ความสัมพันั้ธ์เ์วย่ืนั้เกิดัต่าง ๆ ความสัมพันั้ธ์เ์วย่ืนั้เกิดัต่าง ๆ ความสัมพันั้ธ์เ์วย่ืนั้เกิดัต่าง ๆ ความสัมพันั้ธ์เ์วย่ืนั้เกิดัต่าง ๆ 
ลําดับ: การอปุนัยเชิงคณิตศาสตร์ลําดับ: การอปุนัยเชิงคณิตศาสตร์
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		 สมมติว่า่มีีเส้้นตรงจำำ�นวน n เส้้นท่ี่�วาดบนระนาบ โดยท่ี่� 2 เส้้นนั้้�นไม่่ขนานกันั และ 3 เส้้นไม่่ตััดกันัท่ี่�จุดุ 1 จุดุ ตอบ
โจทย์ต่์่อไปนี้้� โดยพิิจารณาวิธิีท่ีี่�เส้้นตรง n เส้้นแบ่่งระนาบออกเป็็น an    โดเมน
(1)	 หา a1, a2, a3 และ a4

การวาดเส้้น 1 เส้้นบนระนาบแบ่่งระนาบออกเป็็น 2 โดเมน a1=2

การเพิ่่�มเส้้นอีีก 1 เส้้นจะสร้า้งโดเมนใหม่่เพิ่่�ม 2 โดเมน ดังนั้้�น a2=a1+2=2+2=4

การเพิ่่�มเส้้น 1 เส้้นท่ี่�ระนาบนี้้�จะสร้า้งโดเมนใหม่่เพิ่่�ม 3 โดเมน ดังนั้้�น a3=a2+3=4+3=7

การเพิ่่�มเส้้นอีีก 1 เส้้นจะสร้า้งโดเมนใหม่่เพิ่่�ม 4 โดเมน ดังนั้้�น a4=a3+4=7+4=11

� a a a a1 2 3 42 4 7 11= = = =, , ,

(2)	 หาความสัมพันธ์ท่์ี่�ได้้มาจาก an+1       และ an
จากผลลัพัธ์ข์อง a2=a1+2, a3=a2+3 และ a4=a3+4 เราจะได้้ an+1      =an   +n+1

� a a nn n+ = + +1 1

(3)	 หา an
จากข้อ้ (2) ผลต่างของลำำ�ดับ bn  ของลำำ�ดับ an   เราจะได้้ b nn = +1

โดยกำำ�หนดให้้ n≥2

เม่ื่�อ n=1 จะกลายเป็็น 
1

2
1

1

2
1 1 22

    
⋅ + ⋅ + =                                 ซ่ึ่�งสอดคล้อ้งกับั a1=2 ดังนั้้�นจึงึถูกูต้้องเม่ื่�อ n=1

ดัังนั้้�น a n nn = + +
1

2

1

2
12

    

�
a n nn = + +1

2
1
2

12

     
check

กด w เลือืก [Statistics (สถิิติิ)] กด | เลือืก [2-Variable (ตััวแปร 2 ตััว)] กด |

กด I เลือืก [Edit (แก้้ไข)] กด | เลือืก [Delete All (ลบท้ั้�งหมด)] กด |

ป้อน 1, 2, 3 และ 4 ในคอลัมัน์์ x และ 2, 4, 7 และ 11 ในคอลัมัน์์ y ตามลำำ�ดับ

เลือืก [Reg Results (ผลลััพธ์์การถดถอย)] กด | เลือืก [y=a+bx+cx] กด |

เราสามารถยืืนยันัได้้ว่า่ y x x x x= + + = + +0 5 0 5 1
1

2

1

2
12 2. .

    

a a b k n n n nn k
k

n

k

n
= + = + + = + − + − = +

=

−

=

−

∑ ∑1

1

1

1

1
22 1 2

1

2
1 1

1

2

1( ) ( ) ( )
       2

1n +

1B2B3B4BR$  2B4B7B11BB
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		 สมื่มื่ติวา่ม่ื่เส้น์ตรงจำาน์วน์	n	เส้น์ท่ี่�วาด้บน์ระน์าบ	โด้ยท่ี่�	2	เส้น์นั์�น์ไม่ื่ข้น์าน์กนั์	แลืะ	3	เส้น์ไม่ื่ตัด้กนั์ท่ี่�จดุ้	1	จดุ้	ตอบ
โจที่ยต่์อไปน่์� โด้ยพิจารณิาวา่	an				ค่ือจำาน์วน์จดุ้ตัด้ท่ี่�น่์าจะเป็น์จากเส้น์ตรงจำาน์วน์	n	เส้น์เหลืา่น่์�
(1)	 หา	a1,	a2,	a3	แลืะ	a4

(2)	 หา	an

ห้ากเราวาดัเส้นั้ตรง 1 เส้นั้บนั้ระนั้าบ ก็จึะไม่ม่จึดุัตัดั ดัังนัั้�นั้ a1=0

การเพิ�มเส้นั้ 1 เส้นั้จึะสรา้งจึดุัตัดั 1 จึดุั ดัังนัั้�นั้ a2=a1+1=0+1=1

การเพิ�มเส้นั้อ่ก 1 เส้นั้ท่ั่�ระนั้าบน่ั้�จึะสรา้งจึดุัตัดัเพิ�ม 2 จึดุั ดัังนัั้�นั้ a3=a2+2=1+2=3

แล้ืวการเพิ�มเส้นั้อ่ก 1 เส้นั้จึะสรา้งจึดุัตัดัเพิ�ม 3 จึดุั ดัังนัั้�นั้ a4=a3+3=3+3=6

a a a a1 2 3 40 1 3 6= = = =, , ,

a1 a2 a3 a4

จึากผลืลัืพธ์ข์อง a2=a1+1, a3=a2+2 แลืะ a4=a3+3 เราจึะได้ั a a nn n+ = +1

โดัยืให้้ผลืต่างของลืำาดัับเป็นั้ { }bn       ดัังนัั้�นั้จึะได้ั b nn =

โดัยืกำาห้นั้ดัให้้ n≥2

เมื�อ n=1 จึงึกลืายืเป็นั้ 1
2
1

1
2
1 02

     
⋅ − ⋅ =                               ซึึ่�งสอดัคล้ืองกับ a1=0

ดัังนัั้�นั้จึงึถกูต้องเมื�อ n=1

ดัังนัั้�นั้ a n nn = −1
2

1
2

2

     
a n nn = −

1
2

1
2

2

     

กดั w เลืือก [Statistics (สถิิติิ)] กดั | เลืือก [2-Variable (ตัิวแปร 2 ตัิว)] กดั |
กดั I เลืือก [Edit (แก้้ไข)] กดั | เลืือก [Delete All (ลบทัั้�งหมด)] กดั |
ห้ลัืงจึากป้อนั้ 1, 2, 3 แลืะ 4 ในั้คอลัืมน์ั้ x แลืะป้อนั้ 0, 1, 3 แลืะ 6 ในั้คอลัืมน์ั้ y
ตามลืำาดัับแล้ืว ให้้กดั B
เลืือก [Reg Results (ผลลัพธ์์ก้ารถิดถิอย)] กดั |
เลืือก [y=a+bx+cx] กดั |

เราสามารถยืืนั้ยัืนั้ได้ัวา่ y x x x x= − = −0 5 0 5
1
2

1
2

2 2. .      

a a b k n n n nn k
k

n

k

n
= + = + = − = −

=

−

=

−

∑ ∑1
1

1

1

1
20

1
2

1
1
2

1
2        

( )
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ความน่ั้าจึะเป็นั้แลืะความสัมพันั้ธ์เ์วย่ืนั้เกิดั
ใน์บางกรณ่ิ	เราสามื่ารถใช้้คืวามื่สัมื่พัน์ธีเ์วย่น์เกดิ้เพ่�อพิจารณิาโจที่ยเ์ก่�ยวกบัควิามน่์าจะเป็น์ได้้

		 ที่อด้ลืกูเต๋า	1	ลืกู	n	คืรื่ ั�ง	แลืว้คืวามื่น่์าจะเป็น์ท่ี่�เลืข้	5	จะปรากฏข้ึ�น์ใน์การที่อด้คืรื่ั�งท่ี่�เป็น์เลืข้ค่ื�ค่ือ	pn				ใน์กรณ่ิน่์�	จง
แก้โจที่ยต่์อไปน่์�
(1)	 หา	p1

เน่์�องจาก	p1	ค่ือคืวามื่น่์าจะเป็น์ท่ี่�เลืข้	5	จะปรากฏข้ึ�น์	1	คืรื่ ั�งหลืงัจากการที่อย	1	คืรื่ ั�ง	เราจะได้้	p1=
1

6  
p1

1
6

=
  

(2)	 ใช้้	pn				เพ่�อแสด้ง	pn+1

เม่ื่�อที่อด้ลืกูเต๋า	(n+1)	คืรื่ ั�ง	เลืข้	5	จะปรากฏข้ึ�น์ใน์การที่อด้คืรื่ั�งท่ี่�เป็น์เลืข้ค่ื�ใน์	2	กรณ่ิต่อไปน่์�
( i )	 หลืงัจากที่อด้ลืกูเต๋า	n	คืรื่ ั�ง	เลืข้	5	ท่ี่�ปรากฏข้ึ�น์ใน์การที่อด้คืรื่ั�งท่ี่�เป็น์เลืข้ค่ื�ค่ือ	(คืวามื่น่์าจะเป็น์	pn			)

แลืะใน์การที่อด้คืรื่ั�งท่ี่�	(n+1)	เลืข้อ่�น์	ๆ	ท่ี่�ไม่ื่ใช่้เลืข้	5	จะปรากฏข้ึ�น์
(ii)	 หลืงัจากการที่อด้ลืกูเต๋า	n	คืรื่ ั�ง	เลืข้	5	ท่ี่�ปรากฏข้ึ�น์ใน์การที่อด้คืรื่ั�งท่ี่�เป็น์เลืข้คืู่ค่ือ	(คืวามื่น่์าจะเป็น์	(1-pn			))

แลืะใน์การที่อด้คืรื่ั�งท่ี่�	(n+1)	เลืข้	5	จะปรากฏข้ึ�น์

ดั้งนั์�น์	p p p pn n n n+ = ⋅ + − ⋅ = +1
5

6
1

1

6

2

3

1

6

        
( )

p pn n+ = +1
2
3

1
6

     

(3)	 หา	pn

แกส้มื่การลืกัษณิะเฉพาะข้อง	c c= +
    2

3

1

6
																				สำาหรื่บั	p pn n+ = +1

2

3

1

6

    
																												เพ่�อจะได้้	c =

  1
2

ดั้งนั์�น์	p pn n+ = +1
2

3

1

6

    
																												จงึสามื่ารถแปลืงเป็น์	p pn n+ − = −









1

1

2

2

3

1

2

      
																																						ได้้

ซึึ่�งแสด้งวา่ลืำาดั้บ	 pn −












  1
2

															ค่ือลืำาดั้บเรข้าคืณิิตท่ี่�ม่ื่พจน์์แรกเป็น์	p1
1

2

1

3
− = −
    

																						แลืะอตัราส่วน์รว่มื่เป็น์	
  2
3

ดั้งนั์�น์	pn
n

− = − ⋅










−      1

2

1

3

2

3

1

																																			แลืะ	pn
n

= − ⋅









+

−      1

3

2

3

1

2

1

pn
n

=− ⋅








+

−        1
3
2
3

1
2

1

การทําความเขา้ใจเก่ียวกับความน่าจะเป็นและความสัมพันธเ์วยีนเกิด

ความสัมพันั้ธ์เ์วย่ืนั้เกิดัต่าง ๆ ((22))ความสัมพันั้ธ์เ์วย่ืนั้เกิดัต่าง ๆ ความสัมพันั้ธ์เ์วย่ืนั้เกิดัต่าง ๆ ความสัมพันั้ธ์เ์วย่ืนั้เกิดัต่าง ๆ ความสัมพันั้ธ์เ์วย่ืนั้เกิดัต่าง ๆ ความสัมพันั้ธ์เ์วย่ืนั้เกิดัต่าง ๆ ความสัมพันั้ธ์เ์วย่ืนั้เกิดัต่าง ๆ ความสัมพันั้ธ์เ์วย่ืนั้เกิดัต่าง ๆ ความสัมพันั้ธ์เ์วย่ืนั้เกิดัต่าง ๆ 
ลําดับ: การอปุนัยเชิงคณิตศาสตร์ลําดับ: การอปุนัยเชิงคณิตศาสตร์
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check

กด้	w	เลือ่ก	[Spreadsheet (สิ้เปรดชี่ต)]	กด้	|	แลืว้ลืา้งข้อ้มื่ลูืกอ่น์หน้์าโด้ยการกด้	W
หลืงัจากป้อน์	[A1:1,	A2:2,	A3:3	แลืะ	A4:4]	ตามื่ลืำาดั้บแลืว้	ให้กด้	B	เลื่�อน์ไปท่ี่�	[B1]

หลืงัจากป้อน์	[B1:
1

6  		
]	แลืว้	ให้กด้	B

กด้	I	เลือ่ก	[Fill Formula (ป้อนสูิ้ตร)]	กด้	|

หลืงัจากป้อน์	[Form (รูปแบบ)=
  2
3
			B1+

1

6  		
]	แลืว้	ให้กด้	B

หลืงัจากป้อน์	[Range (ช่่วง):B2:B4]	แลืว้	ให้กด้	B	เลือ่ก	[Confirm (ยืนย้น)]	กด้	|	เลื่�อน์ไปท่ี่�	[C1]

กด้	I	เลือ่ก	[Fill Formula (ป้อนสูิ้ตร)]	กด้	|

หลืงัจากป้อน์	[Form (รูปแบบ)=− ×










+
−      1

3

2

3

1

2

1 1(A )

                      ]	แลืว้	ให้กด้	B

หลืงัจากป้อน์	[Range (ช่่วง):C1:C4]	แลืว้	ให้กด้	B	เลือ่ก	[Confirm (ยืนย้น)]	กด้	|

เราสามื่ารถยน่์ยนั์ได้้วา่พจน์์แรกถงึพจน์์ท่ี่�	4	ข้องคืวามื่สัมื่พัน์ธีเ์วย่น์เกดิ้ใน์	B1	ถงึ	B4	แลืะพจน์์แรกถงึพจน์์ท่ี่�	4	ข้อง
พจน์์ทัี่�วไปใน์	C1	ถงึ	C4	นั์�น์เหม่ื่อน์กนั์

		 ที่อด้ลืกูเต๋า	1	ลืกู	n	คืรื่ ั�ง	แลืว้คืวามื่น่์าจะเป็น์ท่ี่�พหคุืณูิข้อง	3	จะปรากฏข้ึ�น์ใน์การที่อยคืรื่ั�งท่ี่�เป็น์เลืข้ค่ื�ค่ือ	pn				ใน์
กรณ่ิน่์�	จงแก้โจที่ยต่์อไปน่์�
(1)	 หา	p1

(2)	 ใช้้	pn				เพ่�อแสด้ง	pn+1

เนืั้�องจึาก p1 คือความน่ั้าจึะเป็นั้ท่ั่�พหุ้คณูิของ 3 จึะปรากฏขึ�นั้ 1 ครีั�งห้ลัืงจึากการ

ทั่อดัลืกูเต๋า 1ครีั�ง เราจึะได้ั p1=
2
6

1
3     

=
p1

1
3

=
  

เมื�อทั่อดัลืกูเต๋า (n+1) ครีั�ง พหุ้คณูิของ 3 จึะปรากฏขึ�นั้ในั้การทั่อดัครีั�งท่ั่�เป็นั้เลืขค่�
ในั้ 2 กรณ่ิต่อไปน่ั้�
( i )  ห้ลัืงจึากการทั่อดั n ครีั�ง พหุ้คณูิของ 3 ท่ั่�ปรากฏขึ�นั้ในั้การทั่อดัครีั�งท่ั่�เป็นั้เลืขค่�
คือ (ความน่ั้าจึะเป็นั้ pn    ) แลืะในั้การทั่อดัครีั�งท่ั่� (n+1) เลืขอื�นั้ ๆ ท่ั่� ไม่ใช้่พหุ้คณูิ
ของ 3 จึะปรากฏขึ�นั้

(ii)  ห้ลัืงจึากการทั่อดั n ครีั�ง พหุ้คณูิของ 3 ท่ั่�ปรากฏขึ�นั้ในั้การทั่อดัครีั�งท่ั่�เป็นั้เลืข
คู่คือ (ความน่ั้าจึะเป็นั้ (1-pn    )) แลืะในั้การทั่อดัครีั�งท่ั่� (n+1) พหุ้คณูิของ 3 จึะ
ปรากฏขึ�นั้

ดัังนัั้�นั้ p p p pn n n n+ = ⋅ + − ⋅ = +1
4
6

1
2
6

1
3

1
3

           
( )

p pn n+ = +1
1
3

1
3
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(3)	 หา pn

แก้้สมการลัักษณะเฉพาะของ c c= +     1
3

1
3

                       สำำ�หรับั p pn n+ = +1
1
3

1
3

     
                                 เพื่่�อจะได้้ c=

  1
2

ดัังน้ั้�น p pn n+ = +1
1
3

1
3

     
                                จึงึสามารถแปลงเป็็น p pn n+ − = −









1

1
2

1
3

1
2

        
                                             ได้้

ซ่ึ่�งแสดงว่า่ลำำ�ดัับ pn−










  1
2

                  คืือลำำ�ดัับเรขาคณิิตท่ี่�มีีพจน์แรกเป็็น p1
1
2

1
6

− =−                               

และอััตราส่่วนร่ว่มเป็็น   1
3

ดัังน้ั้�น pn
n

− =− ⋅









−        1
2

1
6
1
3

1

                                         , pn
n

=− ⋅








+

−        1
6
1
3

1
2

1

�
pn

n

=− ⋅








+

−
        1
6
1
3

1
2

1

กด w เลืือก [Spreadsheet (สเปรดชีีต)] กด | แล้้วล้้างข้อ้มููลก่อนหน้าโดยการกด W
หลังจากป้อน [A1:1, A2:2, A3:3 และ A4:4] ตามลำำ�ดัับแล้้ว ให้้กด B เลื่่�อนไปท่ี่� [B1]

หลังจากป้อน [B1:
  1
3
 ] แล้้ว ให้้กด B

กด I เลืือก [Fill Formula (ป้้อนสููตร)] กด |

หลังจากป้อน [Form (รููปแบบ)=
  1
3
  B1+

  1
3
 ] แล้้ว ให้้กด B

หลังจากป้อน [Range (ช่่วง):B2:B4] แล้้ว ให้้กด B เลืือก [Confirm (ยืืนยััน)] กด | 
เลื่่�อนไปท่ี่� [C1]

กด I เลืือก [Fill Formula (ป้้อนสููตร)] กด |

หลังจากป้อน [Form (รููปแบบ)=− ×









+
−        1

6
1
3

1
2

1 1(A )

                       ] แล้้ว ให้้กด B

หลังจากป้อน [Range (ช่่วง):C1:C4] แล้้ว ให้้กด B เลืือก [Confirm (ยืืนยััน)] กด |

เราสามารถยืืนยันได้้ว่า่พจน์แรกถึึงพจน์ท่ี่� 4 ของความสััมพัันธ์เ์วีียนเกิิดใน B1 ถึึง 
B4 และพจน์แรกถึึงพจน์ท่ี่� 4 ของพจน์ท่ั่�วไปใน C1 ถึึง C4 น้ั้�นเหมือนกัน
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ความสัมพันั้ธ์เ์วย่ืนั้เกิดัระห้วา่งพจึน์ั้ท่ั่�เรีย่ืงติดักันั้ 3 ตัว
ควิามสัมพัน์ธีเ์วิยีน์เกิดระหวิา่งพจน์์ทีั่�เรียีงติิดกัน์ 3 ตัิวิ
คืวามื่สัมื่พัน์ธีเ์วย่น์เกดิ้ท่ี่�กำาหน์ด้โด้ยคืวามื่สัมื่พัน์ธีข์้องพจน์์ท่ี่�เรื่ย่งติด้กนั์	3	ตัว	an			,	an+1						แลืะ	an+2							เรื่ย่กวา่
ควิามควิามสัมพัน์ธีร์ะหวิา่ง 3 พจน์์ทีั่�เรียีงติิดกัน์
		 เราสามื่ารถหาพจน์์ท่ี่�	3	แลืะพจน์์ตัวต่อ	ๆ	ไปข้องลืำาดั้บ	an			ซึึ่�งกำาหน์ด้โด้ย	a1=1,	a2=1	แลืะ	an+2						=an+1						+an	ได้้
ดั้งต่อไปน่์�
โด้ยใช้้คืวามื่สัมื่พัน์ธีเ์วย่น์เกดิ้	เม่ื่�อ	n=1	แลืว้	a3=a2+a1=1+1=2	เม่ื่�อ	n=2	แลืว้	a4=a3+a2=2+1=3	เม่ื่�อ	n=3	แลืว้	
a5=a4+a3=3+2=5	เม่ื่�อ	n=4	แลืว้	a6=a5+a4=5+3=8	เม่ื่�อ	n=5	แลืว้	a7=a6+a5=8+5=13,	...
check

กด้	w	เลือ่ก	[Spreadsheet (สิ้เปรดชี่ต)]	กด้	|	แลืว้ลืา้งข้อ้มื่ลูืกอ่น์หน้์าโด้ยการกด้	W

หลืงัจากป้อน์	[A1:1	แลืะ	A2:1]	ตามื่ลืำาดั้บแลืว้	ให้กด้	B

กด้	I	เลือ่ก	[Fill Formula (ป้อนสูิ้ตร)]	กด้	|

หลืงัจากป้อน์	[Form (รูปแบบ)=A2+A1]	แลืว้	ให้กด้	B

หลืงัจากป้อน์	[Range (ช่่วง):A3:A17]	แลืว้	ให้กด้	B	เลือ่ก	[Confirm (ยืนย้น)]	กด้	|

ลืำาดั้บท่ี่�แสด้งใน์คือลืมัื่น์์	A	ค่ือ	1,	1,	2,	3,	5,	8,	13,	21,	34,	55,	...
กฎีค่ือให้บวกพจน์์	2	ตัวกอ่น์หน้์าเพ่�อหาพจน์์ตัวต่อไป
ลืำาดั้บน่์�เรื่ย่กวา่ลืำาดั้บ�โบนั์ช้ช่้	แลืะมัื่กจะเกดิ้ข้ึ�น์ใน์โลืกธรรมื่ช้าติแลืะใน์สาข้า	STEAM	ด้้าน์วทิี่ยาศาสตรื่	์
วศิวกรรมื่ศาสตรื่	์แลืะศิลืปะ

น์อกจากน่์�	ลืกัษณิะเฉพาะท่ี่�ปรากฏใน์ลืำาดั้บน่์�ค่ือเม่ื่�อ	n	เพิ�มื่ข้ึ�น์	
a
a
n

n

+1

							= พจน์์ต่อไป
พจน์์กอ่น์หน้์า                	จะเข้า้ใกลืค่้ืาคืงท่ี่�	1.618	...	

ซึึ่�งจะเรื่ย่กวา่อตัราส่วน์ที่องคืำา

เลื่�อน์ไปท่ี่�	[B1]	กด้	I	เลือ่ก	[Fill Formula (ป้อนสูิ้ตร)]	กด้	|

หลืงัจากป้อน์	[Form (รูปแบบ)=
A

A

2

1   
]	แลืว้	ให้กด้	B

หลืงัจากป้อน์	[Range (ช่่วง):B1:B16]	แลืว้	ให้

กด้	B	เลือ่ก	[Confirm (ยืนย้น)]	กด้	|

การทําความเขา้ใจเก่ียวกับความความสัมพันธร์ะหวา่ง 3 พจน์ท่ีเรยีงติดกัน

ความสัมพันั้ธ์เ์วย่ืนั้เกิดัต่าง ๆ ((33))ความสัมพันั้ธ์เ์วย่ืนั้เกิดัต่าง ๆ ความสัมพันั้ธ์เ์วย่ืนั้เกิดัต่าง ๆ ความสัมพันั้ธ์เ์วย่ืนั้เกิดัต่าง ๆ ความสัมพันั้ธ์เ์วย่ืนั้เกิดัต่าง ๆ ความสัมพันั้ธ์เ์วย่ืนั้เกิดัต่าง ๆ ความสัมพันั้ธ์เ์วย่ืนั้เกิดัต่าง ๆ ความสัมพันั้ธ์เ์วย่ืนั้เกิดัต่าง ๆ ความสัมพันั้ธ์เ์วย่ืนั้เกิดัต่าง ๆ 
ลําดับ: การอปุนัยเชิงคณิตศาสตร์ลําดับ: การอปุนัยเชิงคณิตศาสตร์
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วิธิีกีารหาพจน์์ท่ั่�วไปของความสััมพัันธ์เ์วียีนเกิิดระหว่า่งพจน์์ที่่�เรียีงติิดกััน 3 ตััว
พจน์์ทั่่�วไปของลำำ�ดับท่ี่�กำำ�หนดโดย a1, a2, an+2      +pan+1      +qan   =0 นั้้�น สามารถหาได้้ดัังต่่อไปนี้้�
พิิจารณาสมการลักัษณะเฉพาะ x px q2 0+ + =                           พร้อ้มด้้วย an+2      , an+1       และ an    จาก an+2      +pan+1      +qan   =0 
สำำ�หรับั x 2  , x และ 1 ตามลำำ�ดับ
โดยกำำ�หนดให้้ 2 คำำ�ตอบของสมการกำำ�ลังัสองนี้้�คืือ a และ b(a¹b) และเน่ื่�องจาก a+b=-p และ ab=q แล้ว้ 
an+2      +pan+1      +qan   =0 เราจะได้้ an+2      -(a+b)an+1      +aban   =0 ซ่ึ่�งสามารถแปลงได้้ด้้วย 2 วิธิีีต่อไปนี้้�
an+2 -aan+1 -ban+1 +b×aan =0  ®  an+2 -aan+1 =b(an+1 -aan ) …( i )

an+2 -ban+1 -aan+1 +a×ban =0  ®  an+2 -ban+1 =a(an+1 -ban ) …(ii)

จาก ( i ) ลำำ�ดับ an+1      -aan    คืือลำำ�ดับเรขาคณิิตท่ี่�มีีพจน์์แรกเป็็น a2-aa1 และอัตัราส่่วนร่ว่มเป็็น b 
ดัังนั้้�น a a a an n

n
+

−− = −1 2 1
1α α β( )                                                ⋯(iii)

จาก (ii) ลำำ�ดับ an+1      -ban    คืือลำำ�ดับเรขาคณิิตท่ี่�มีีพจน์์แรกเป็็น a2-ba1 และอัตัราส่่วนร่ว่มเป็็น a 
ดัังนั้้�น a a a an n

n
+

−− = −1 2 1
1β β α( )                                                ⋯(iv)

จากการแก้ส้มการ (iii)-(iv) เราจะได้้ ( ) ( ) ( )β α α β β α− = − − −− −a a a a an
n n

2 1
1

2 1
1

จาก a¹b เราสามารถหา a a a a an
n n=

−
− − −− −1
2 1

1
2 1

1

β α
α β β α{( ) ( ) }

	 	 หา a3, a4, a5 และ a6 สำำ�หรับัลำำ�ดับ { }an      ท่ี่�กำำ�หนดโดยความสัมพันธ์เ์วีียนเกิดิดังต่่อไปนี้้�
(1)	 a1=1, a2=2, an+2 -4an+1 +3an =0

ความสัมพันธ์เ์วีียนเกิดิท่ี่�กำำ�หนดไว้ถู้กูแปลงเป็็น an+2      =4an+1      -3an
a3=4a2-3a1=4×2-3×1=5, a4=4a3-3a2=4×5-3×2=14, a5=4a4-3a3=4×14-3×5=41, a6=4a5-3a4=4×41-3×14=122

� a3=5, a4=14, a5=41, a6=122
(2)	 a1=1, a2=4, an+2 +3an+1 +2an =0

ความสัมพันธ์เ์วีียนเกิดิท่ี่�กำำ�หนดไว้ถู้กูแปลงเป็็น an+2      =-3an+1      -2an
a3=-3a2-2a1=-3×4-2×1=-14, a4=-3a3-2a2=-3×(-14)-2×4=34, a5=-3a4-2a3=-3×34-2×(-14)=-74, 
a6=-3a5-2a4=-3×(-74)-2×34=154

� a3=-14, a4=34, a5=-74, a6=154

check

กด w เลือืก [Spreadsheet (สเปรดชีีต)] กด | แล้ว้ล้า้งข้อ้มูลูก่อ่นหน้้าโดยการกด W
(1)	 หลังัจากป้อน [A1:1 และ A2:2] ตามลำำ�ดับแล้ว้ ให้้กด B
กด I เลือืก [Fill Formula (ป้้อนสููตร)] กด |
หลังัจากป้อน [Form (รููปแบบ)=4A2-3A1] แล้ว้ ให้้กด B
หลังัจากป้อน [Range (ช่่วง):A3:A6] แล้ว้ ให้้กด B เลือืก [Confirm (ยืืนยััน)] กด | เลื่่�อนไปท่ี่� [B1]

(2)	 หลังัจากป้อน [B1:1 และ B2:4] ตามลำำ�ดับแล้ว้ ให้้กด B
กด I เลือืก [Fill Formula (ป้้อนสููตร)] กด |
หลังัจากป้อน [Form (รููปแบบ)=-3B2-2B1] แล้ว้ ให้้กด B
หลังัจากป้อน [Range (ช่่วง):B3:B6] แล้ว้ ให้้กด B เลือืก [Confirm (ยืืนยััน)] กด |

เราสามารถยืืนยันัพจน์์ท่ี่� 3 ถึงึพจน์์ท่ี่� 6 ของ (1) ใน A3 ถึงึ A6 และพจน์์ท่ี่� 3 ถึงึพจน์์ท่ี่� 6 ของ (2) ใน B3 ถึงึ B6 ได้้



5-7-3-5p3

	 	 หาพจน์์ทั่่�วไป an    ของลำำ�ดับท่ี่�กำำ�หนดโดย a1=2, a2=3 และ an+2      -5an+1      +6an   =0

โดยการแก้ส้มการลักัษณะเฉพาะของ x x2 5 6 0− + =                          เราจะได้้ (x-2)(x-3)=0, x=2, 3
ดัังนั้้�น an+2      -5an+1      +6an   =0 จึงึสามารถแปลงได้้ด้้วย 2 วิธิีีต่อไปนี้้�
an+2 -2an+1 =3(an+1 -2an ) …( i )

an+2 -3an+1 =2(an+1 -3an ) …(ii)

จาก ( i ) ลำำ�ดับ an+1      -2an    คืือลำำ�ดับเรขาคณิิตท่ี่�มีีพจน์์แรกเป็็น a2-2a1=3-2×2=-1 และอัตัราส่่วนร่ว่มเป็็น 3 
ดัังนั้้�น a an n

n
+

−− = − ⋅1
12 1 3                                    ⋯(iii)

จาก (ii) ลำำ�ดับ an+1      -3an    คืือลำำ�ดับเรขาคณิิตท่ี่�มีีพจน์์แรกเป็็น a2-3a1=3-3×2=-3 และอัตัราส่่วนร่ว่มเป็็น 2 
ดัังนั้้�น a an n

n
+

−− = − ⋅1
13 3 2                                    ⋯(iv)

จากการแก้ส้มการ (iii)-(iv) เราจะได้้ an n n= − ⋅ − − ⋅− −1 3 3 21 1( )

ดัังนั้้�น 

� an n n=− + ⋅− −3 3 21 1

check

กด w เลือืก [Spreadsheet (สเปรดชีีต)] กด | แล้ว้ล้า้งข้อ้มูลูก่อ่นหน้้าโดยการกด W

หลังัจากป้อน [A1:1, A2:2, A3:3, A4:4, A5:5, A6:6, A7:7 และ A8:8] ตามลำำ�ดับแล้ว้ ให้้กด B เลื่่�อนไปท่ี่� [B1]

หลังัจากป้อน [B1:2 และ B2:3] ตามลำำ�ดับแล้ว้ ให้้กด B

กด I เลือืก [Fill Formula (ป้้อนสููตร)] กด |

หลังัจากป้อน [Form (รููปแบบ)=5B2-6B1] แล้ว้ ให้้กด B

หลังัจากป้อน [Range (ช่่วง):B3:B8] แล้ว้ ให้้กด B เลือืก [Confirm (ยืืนยััน)] กด | เลื่่�อนไปท่ี่� [C1]

กด I เลือืก [Fill Formula (ป้้อนสููตร)] กด |

หลังัจากป้อน [Form (รููปแบบ)=− + ×− −3 3 21 1 1 1(A ) (A )                              ] แล้ว้ ให้้กด B

หลังัจากป้อน [Range (ช่่วง):C1:C8] แล้ว้ ให้้กด B เลือืก [Confirm (ยืืนยััน)] กด |

เราสามารถยืืนยันได้้ว่า่พจน์์แรกถึงึพจน์์ท่ี่� 8 ของความสัมพันธ์เ์วีียนเกิดิใน B1 ถึงึ B8 และพจน์์แรกถึงึพจน์์ท่ี่� 8 ของ
พจน์์ทั่่�วไปใน C1 ถึงึ C8 นั้้�นเหมืือนกันั

an n n= − + ⋅− −3 3 21 1
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	 	 หา	a3,	a4,	a5	แลืะ	a6	สำาหรื่บัลืำาดั้บ	an			ท่ี่�กำาหน์ด้โด้ยคืวามื่สัมื่พัน์ธีเ์วย่น์เกดิ้ดั้งต่อไปน่์�
(1) a1=2,	a2=3,	an+2 +an+1 -6an =0

(2) a1=1,	a2=2,	an+2 -2an+1 -8an =0

ความสัมพันั้ธ์เ์วย่ืนั้เกิดัท่ั่�กำาห้นั้ดัไวถ้กูแปลืงเป็นั้ an+2       =-an+1      +6an
a3=-a2+6a1=-3+6×2=9, a4=-a3+6a2=-9+6×3=9, a5=-a4+6a3=-9+6×9=45, 
a6=-a5+6a4=-45+6×9=9

a3=9, a4=9, a5=45, a6=9

ความสัมพันั้ธ์เ์วย่ืนั้เกิดัท่ั่�กำาห้นั้ดัไวถ้กูแปลืงเป็นั้ an+2       =2an+1      +8an
a3=2a2+8a1=2×2+8×1=12, a4=2a3+8a2=2×12+8×2=40, 
a5=2a4+8a3=2×40+8×12=176, a6=2a5+8a4=2×176+8×40=672

a3=12, a4=40, a5=176, a6=672

กดั w เลืือก [Spreadsheet (สเปรดชีีติ)] กดั | แล้ืวล้ืางขอ้มูลืก่อนั้ห้น้ั้าโดัยืการกดั W
(1) ห้ลัืงจึากป้อนั้ [A1:2 แลืะ A2:3] ตามลืำาดัับแล้ืว ให้้กดั B
 กดั I เลืือก [Fill Formula (ป้อนสูติร)] กดั |
ห้ลัืงจึากป้อนั้ [Form (รูปแบบ)=-A2+6A1] แล้ืว ให้้กดั B

  ห้ลัืงจึากป้อนั้ [Range (ช่ีวง):A3:A6] แล้ืว ให้้กดั B เลืือก [Confirm (ยืนยัน)] กดั |
เลืื�อนั้ไปท่ั่� [B1]

(2) ห้ลัืงจึากป้อนั้ [B1:1 แลืะ B2:2] ตามลืำาดัับแล้ืว ให้้กดั B
 กดั I เลืือก [Fill Formula (ป้อนสูติร)] กดั |
ห้ลัืงจึากป้อนั้ [Form (รูปแบบ)=2B2+8B1] แล้ืว ให้้กดั B

 ห้ลัืงจึากป้อนั้ [Range (ช่ีวง):B3:B6] แล้ืว ให้้กดั B เลืือก [Confirm (ยืนยัน)] กดั |

เราสามารถยืืนั้ยัืนั้พจึน์ั้ท่ั่� 3 ถึงพจึน์ั้ท่ั่� 6 ของ (1) ในั้ A3 ถึง A6 แลืะพจึน์ั้ท่ั่� 3 ถึงพจึน์ั้ท่ั่� 6
ของ (2) ในั้ B3 ถึง B6 ได้ั
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	 	 หาพจน์์ทั่่�วไป an    ของลำำ�ดับท่ี่�กำำ�หนดโดย a1=1, a2=6, an+2      -7an+1      +12an   =0

โดยการแก้้สมการลัักษณะเฉพาะของ x x2 7 12 0− + =                                เราจะได้้ (x-3)(x-4)=0 
และ x=3, 4
ดัังน้ั้�น an+2       -7an+1      +12an   =0 จึงึสามารถแปลงได้้ด้้วย 2 วิธิีีต่อไปนี้้�
an+2 -3an+1 =4(an+1 -3an ) …( i )

an+2 -4an+1 =3(an+1 -4an ) …(ii)

จาก (i) ลำำ�ดัับ {an+1      -3an   } คืือลำำ�ดัับเรขาคณิิตท่ี่�มีีพจน์แรกเป็็น a2-3a1=6-3×1=3 
และอััตราส่่วนร่ว่มเป็็น 4 ดัังน้ั้�น a an n

n
+

−− = ⋅1
13 3 4                                        ⋯(iii)

จาก (ii) ลำำ�ดัับ {an+1      -4an   } คืือลำำ�ดัับเรขาคณิิตท่ี่�มีีพจน์แรกเป็็น a2-4a1=6-4×1=2 
และอััตราส่่วนร่ว่มเป็็น 3 ดัังน้ั้�น a an n

n
+

−− = ⋅1
14 2 3                                       ⋯(iv)

จากการแก้้สมการ (iii)-(iv) เราจะได้้ an n n= ⋅ − ⋅− −3 4 2 31 1

� an n n= ⋅ − ⋅− −3 4 2 31 1

กด w เลืือก [Spreadsheet (สเปรดชีีต)] กด | แล้้วล้้างข้อ้มููลก่อนหน้าโดยการกด W
หลังจากป้อน [A1:1, A2:2, A3:3, A4:4, A5:5, A6:6, A7:7 และ A8:8] ตามลำำ�ดัับแล้้ว 
ให้้กด B เลื่่�อนไปท่ี่� [B1]

หลังจากป้อน [B1:1 และ B2:6] ตามลำำ�ดัับแล้้ว ให้้กด B
กด I เลืือก [Fill Formula (ป้้อนสููตร)] กด |
หลังจากป้อน [Form (รููปแบบ)=7B2-12B1] แล้้ว ให้้กด B
หลังจากป้อน [Range (ช่่วง):B3:B8] แล้้ว ให้้กด B เลืือก [Confirm (ยืืนยััน)] กด | 
เลื่่�อนไปท่ี่� [C1]

กด I เลืือก [Fill Formula (ป้้อนสููตร)] กด |
หลังจากป้อน [Form (รููปแบบ)=3 4 2 31 1 1 1× − ×− −(A ) (A )                          ] แล้้ว ให้้กด B
หลังจากป้อน [Range (ช่่วง):C1:C8] แล้้ว ให้้กด B เลืือก [Confirm (ยืืนยััน)] กด |

เราสามารถยืืนยันได้้ว่า่พจน์แรกถึึงพจน์ท่ี่� 8 ของความสััมพัันธ์เ์วีียนเกิิดใน B1 ถึึง B8 
และพจน์แรกถึึงพจน์ท่ี่� 8 ของพจน์ท่ั่�วไปใน C1 ถึึง C8 น้ั้�นเหมือนกัน
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การอุปนัั้ยืเช้งิคณิิตศาสตรี์
การอปุนั์ยเชิงคณิติศาสติรีค่์ือวธิีก่ารพิสจูน์์วา่ประพจน์์	P(n)	ซึึ่�งรวมื่ถงึจำาน์วน์นั์บ	n	นั์�น์เป็น์จรื่งิสำาหรื่บัจำาน์วน์นั์บ	n
ที่กุจำาน์วน์	ด้้วยการอปุนั์ยเชิ้งคืณิิตศาสตรื่	์เราสามื่ารถพิสจูน์์ได้้ใน์	2	ข้ั�น์ตอน์

รปู	“โด้มิื่โน์ลืม้ื่”	ท่ี่�ด้้าน์บน์ถอ่เป็น์วธิีก่ารท่ี่�ด่้ใน์การแสด้งให้เห็น์ภาพข้องการอปุนั์ยเชิ้งคืณิิตศาสตรื่์

การทําความเขา้ใจการพิสจูน์โดยใช้การอปุนัยเชิงคณิตศาสตร์

( i ) แสดังวา่ P(1) เป็นั้จึรีงิสำาห้รีบั n=1
(ii) สมมติวา่ P(k) เป็นั้จึรีงิสำาห้รีบั n=k

Þแสดังวา่ P(k+1) เป็นั้จึรีงิสำาห้รีบั n=k+1
จึากขอ้ ( i ) แลืะ (ii) จึึงเป็นั้จึรีงิสำาห้รีบัจึำานั้วนั้นัั้บทั่กุจึำานั้วนั้

k+1

k

4

3

2

1

P(1)	เป็น์จรื่งิสำาหรื่บั	n=1

P(k)	เป็น์จรื่งิสำาหรื่บั	n=k

เน่์�องจาก	P(1)	เป็น์จรื่งิ	แลืว้	P(2)	จงึเป็น์จรื่งิ

เน่์�องจาก	P(2)	เป็น์จรื่งิ	แลืว้	P(3)	จงึเป็น์จรื่งิ

เน่์�องจาก	P(k)	เป็น์จรื่งิ	แลืว้	P(k+1)	จงึเป็น์จรื่งิ

ซึึ่�งเป็น์จรื่งิสำาหรื่บัจำาน์วน์นั์บที่กุจำาน์วน์

การอุปนัั้ยืเช้งิคณิิตศาสตรี ์((11))การอุปนัั้ยืเช้งิคณิิตศาสตรี ์การอุปนัั้ยืเช้งิคณิิตศาสตรี ์การอุปนัั้ยืเช้งิคณิิตศาสตรี ์การอุปนัั้ยืเช้งิคณิิตศาสตรี ์การอุปนัั้ยืเช้งิคณิิตศาสตรี ์การอุปนัั้ยืเช้งิคณิิตศาสตรี ์การอุปนัั้ยืเช้งิคณิิตศาสตรี ์
ลําดับ: การอปุนัยเชิงคณิตศาสตร์ลําดับ: การอปุนัยเชิงคณิตศาสตร์
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	 	 โดยให้้ n เป็็นจำำ�นวนนับ ใช้้การอุปุนััยเชิิงคณิิตศาสตร์เ์พ่ื่�อพิิสูจูน์์ 1 3 5 2 1 2+ + + + − = ( )n n
[การพิิสูจูน์์]

โดยกำำ�หนดให้้ 1 3 5 2 1 2+ + + + − = ( )n n                                                    ⋯(A)

(i)	 เม่ื่�อ n=1

(ด้้านซ้าย) ของ (A)=1 และ (ด้้านขวา) ของ (A)=1=1 ดังนั้้�น (A) จึงึเป็็นจริงิ
(ii)	 เม่ื่�อ n=k

สมมติว่า่ (A) เป็็นจริงิ
โดยเฉพาะอย่่างยิ่่�ง 1 3 5 2 1 2+ + + + − = ( )k k                                                   เป็็นจริงิ
เม่ื่�อ n=k+1

(ด้้านซ้าย)= + + + + − + + − = + + − = + + = +1 3 5 2 1 2 1 1 2 1 1 2 1 12 2 2
 ( ) { ( ) } { ( ) } ( )k k k k k k k

ดัังนั้้�น (A) จึงึเป็็นจริงิเช่่นกันัเม่ื่�อ n=k+1

จากข้อ้ ( i ) และ (ii) ด้้านบน (A) เป็็นจริงิสำำ�หรับัจำำ�นวนนับทุกุจำำ�นวน

	 	 โดยให้้ n เป็็นจำำ�นวนนับ ใช้้การอุปุนััยเชิิงคณิิตศาสตร์เ์พ่ื่�อพิิสูจูน์์ว่า่อสมการ 2n n>           เป็็นจริงิ
[การพิิสูจูน์์]

โดยกำำ�หนดให้้ 2n n>            ⋯(A)

(i)	 เม่ื่�อ n=1

(ด้้านซ้าย) ของ (A)=2=2 และ (ด้้านขวา) ของ (A)=1 ดังนั้้�น (A) จึงึเป็็นจริงิ
(ii)	 เม่ื่�อ n=k

สมมติว่า่ (A) เป็็นจริงิ
โดยเฉพาะอย่่างยิ่่�ง 2k k>           เป็็นจริงิ
เม่ื่�อ n=k+1 เราจึงึแสดงได้้อย่่างง่า่ยดายว่า่ 2 11k k+ > +                    เป็็นจริงิ
(ด้้านซ้าย)-(ด้้านขวา)=2 1 2 2 1 2 1 11k kk k k k k+ − + = ⋅ − + > ⋅ − + = −( ) ( ) ( )                                                                                         ≥0

ดัังนั้้�น (ด้้านซ้าย)-(ด้้านขวา)>0 ดังนั้้�น (A) จึงึเป็็นจริงิเช่่นกันัเม่ื่�อ n=k+1

จากข้อ้ ( i ) และ (ii) ด้้านบน (A) เป็็นจริงิสำำ�หรับัจำำ�นวนนับทุกุจำำ�นวน
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	 	 โด้ยให้	n	เป็น์จำาน์วน์ธรรมื่ช้าติ	ใช้้การอปุนั์ยเชิ้งคืณิิตศาสตรื่เ์พ่�อพิสจูน์์	2 4 6 2 1+ + + + = + n n n( )

	 	 โด้ยให้	n	เป็น์จำาน์วน์ธรรมื่ช้าติ	ใช้้การอปุนั์ยเชิ้งคืณิิตศาสตรื่เ์พ่�อพิสจูน์์วา่อสมื่การ	 3 1n n> +																	เป็น์จรื่งิ

[การพิสูจึน์ั้]
โดัยืกำาห้นั้ดัให้้ 2 4 6 2 1+ + + + = + n n n( )                                                                ⋯(A)
( i ) เมื�อ n=1

 (ด้ัานั้ซ้ึ่ายื) ของ (A)=2 แลืะ (ด้ัานั้ขวา) ของ (A)=1×(1+1)=2
ดัังนัั้�นั้ (A) จึงึเป็นั้จึรีงิ

(ii) เมื�อ n=k
 สมมติวา่ (A) เป็นั้จึรีงิ
 โดัยืเฉพาะอย่ืางยิื�ง 2 4 6 2 1+ + + + = + k k k( )                                                              เป็นั้จึรีงิ
เมื�อ n=k+1
(ด้ัานั้ซ้ึ่ายื)= + + + + + + = + + +

= + + = + + +
2 4 6 2 2 1 1 2 1

1 2 1 1 1
 k k k k k

k k k k
( ) ( ) ( )

( )( ) ( ){( ) }}

 ดัังนัั้�นั้ (A) จึงึเป็นั้จึรีงิเช้่นั้กันั้เมื�อ n=k+1
จึากขอ้ ( i ) แลืะ (ii) ด้ัานั้บนั้ (A) เป็นั้จึรีงิสำาห้รีบัจึำานั้วนั้นัั้บทั่กุจึำานั้วนั้

[การพิสูจึน์ั้]
โดัยืกำาห้นั้ดัให้้ 3 1n n> +                     ⋯(A)
( i ) เมื�อ n=1

(ด้ัานั้ซ้ึ่ายื) ของ (A)=3=3 แลืะ (ด้ัานั้ขวา) ของ (A)=1+1=2
ดัังนัั้�นั้ (A) จึงึเป็นั้จึรีงิ
(ii) เมื�อ n=k
 สมมติวา่ (A) เป็นั้จึรีงิ
 โดัยืเฉพาะอย่ืางยิื�ง 3 1k k> +                   เป็นั้จึรีงิ
  เมื�อ n=k+1 เราจึงึแสดังได้ัอย่ืางงา่ยืดัายืวา่ 3 1 11k k+ > + +( )                                 
เป็นั้จึรีงิ
(ด้ัานั้ซ้ึ่ายื)-(ด้ัานั้ขวา)
= − + +
= ⋅ − + > ⋅ + − + = + >

+3 1 1

3 3 2 3 1 2 2 1 0

1k

k

k
k k k k
{( ) }

( ) ( ) ( )

 ดัังนัั้�นั้ (A) จึงึเป็นั้จึรีงิเช้่นั้กันั้เมื�อ n=k+1
จึากขอ้ ( i ) แลืะ (ii) ด้ัานั้บนั้ (A) เป็นั้จึรีงิสำาห้รีบัจึำานั้วนั้นัั้บทั่กุจึำานั้วนั้
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การพิสูจึน์ั้สมบัติของจึำานั้วนั้เต็ม
โด้ยใช้้การอปุนั์ยเชิ้งคืณิิตศาสตรื่	์เราสามื่ารถพิสจูน์์สมื่บัติข้องจำาน์วน์เต็มื่ได้้
การพิสจูน์์วา่จำาน์วน์นั์บ	N	ค่ือผลืคืณูิข้อง	a	นั์�น์สามื่ารถแสด้งได้้ใน์รปูแบบต่อไปน่์�

วธิ์ก่ารห้าพจึน์ั้ทัั่�วไปจึากความสัมพันั้ธ์เ์วย่ืนั้เกิดั
โด้ยใช้้การอปุนั์ยเชิ้งคืณิิตศาสตรื่	์เราสามื่ารถพิสจูน์์ได้้วา่พจน์์ทัี่�วไปท่ี่�อน์มุื่าน์จากคืวามื่สัมื่พัน์ธีเ์วย่น์เกดิ้นั์�น์ถกูต้อง

	 โด้ยกำาหน์ด้ให้	n	ค่ือจำาน์วน์นั์บ	จงแก้โจที่ยเ์ก่�ยวกบัลืำาดั้บan n n= + −2 5 1																							ต่อไปน่์�
(1)	 หา	a1,	a2,	a3	แลืะ	a4

a1=3, a2=9, a3=33, a4=141

check

กด้	w	เลือ่ก	[Table (ตาราง)]	กด้	|	แลืว้ลืา้งข้อ้มื่ลูืกอ่น์หน้์าโด้ยการกด้	W

กด้	I	เลือ่ก	[Define f(x)/g(x) (กำำาหนดค่่า f(x)/g(x))]	กด้	|	เลือ่ก	[Define f(x) (กำำาหนดค่่า f(x))]	กด้	|

หลืงัจากป้อน์	f(x)=2 5 1x x+ −          	แลืว้	ให้กด้	B

กด้	I	เลือ่ก	[Table Range (ช่่วงตาราง)]	กด้	|

หลืงัจากป้อน์	[Start (เร่�มต้น):1,	End (ส้ิ้�นสุิ้ด):4,	Step (ข้ั้�น):1]	แลืว้	ให้เลือ่ก	[Execute (ดำาเนินกำาร)]	กด้	B

การทําความเขา้ใจวธิกีารหาพจน์ทัว่ไปจากความสัมพันธเ์วยีนเกิดและการพิสจูน์สมบัติของ
จาํนวนเต็มโดยใช้การอปุนัยเชิงคณิตศาสตร์

N=a´(จึำานั้วนั้เต็ม)

แทั่นั้ท่ั่� n=1, 2, 3,… ในั้ความสัมพันั้ธ์เ์วย่ืนั้เกิดัเพื�ออนุั้มานั้พจึน์ั้
ทัั่�วไป แล้ืวพิสูจึน์ั้วา่พจึน์ั้ทัั่�วไปดัังกล่ืาวนัั้�นั้ถกูต้องโดัยืใช้ก้าร
อุปนัั้ยืเช้งิคณิิตศาสตรี์
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การทําความเขา้ใจวธิกีารหาพจน์ทัว่ไปจากความสัมพันธเ์วยีนเกิดและการพิสจูน์สมบัติของ

การอุปนัั้ยืเช้งิคณิิตศาสตรี ์((22))การอุปนัั้ยืเช้งิคณิิตศาสตรี ์การอุปนัั้ยืเช้งิคณิิตศาสตรี ์การอุปนัั้ยืเช้งิคณิิตศาสตรี ์การอุปนัั้ยืเช้งิคณิิตศาสตรี ์การอุปนัั้ยืเช้งิคณิิตศาสตรี ์การอุปนัั้ยืเช้งิคณิิตศาสตรี ์การอุปนัั้ยืเช้งิคณิิตศาสตรี ์
ลําดับ: การอปุนัยเชิงคณิตศาสตร์ลําดับ: การอปุนัยเชิงคณิตศาสตร์



5-7-3-7p2

(2)	 จากผลลัพัธ์ข์อง (1) จงอนุมุานว่า่ an    คืือผลคูณูของจำำ�นวนหนึ่่�ง และพิิสูจูน์์จำำ�นวนดังกล่า่วโดยใช้้การอุปุนััย
เชิิงคณิิตศาสตร์์
[การพิิสูจูน์์]

จาก a1=3=3×1, a2=9=3×3, a3=33=3×11 และ a4=141=3×47 เราสามารถอนุมุานได้้ว่า่ an    คืือผลคูณูของ 3
(i)	 เม่ื่�อ n=1

  จาก a1 1 1 12 5 2 1 3= + = + =−                                          เราได้้ทราบว่า่ a1 คืือผลคูณูของ 3
(ii)	 เม่ื่�อ n=k

  โดยสมมติว่า่ ak    คืือผลคูณูของ 3 แสดงว่า่ ak k k m= + =−2 5 31                                   (m คืือจำำ�นวนเต็็ม)

  เม่ื่�อ n=k+1

  a m mk
k k k k k k k

+
+ + − − − −= + = ⋅ + ⋅ = − + ⋅ = ⋅ + ⋅1
1 1 1 1 1 12 5 2 2 5 5 2 3 5 5 5 2 3 3 5( ) ( ) −− −= +1 13 2 5( )m k

  เน่ื่�องจาก 2 5 1m k+ −                คืือจำำ�นวนเต็็ม ak+1      คืือผลคูณูของ 3
 ดั งนั้้�น เม่ื่�อ n=k+1 จึงึเป็็นผลคูณูของ 3 เช่่นกันั
จากข้อ้ ( i ) และ (ii) ด้้านบน an    คืือผลคูณูของ 3

	 	 แก้้โจทย์เ์กี่่�ยวกับัลำำ�ดับ { }an      ท่ี่�ตรงกับั a1=2 และ a na nn n+ = − +1
2 2                                  ต่อไปนี้้�

(1)	 อนุมุานพจน์์ทั่่�วไปของ { }an

แทนท่ี่� n=1, 2 และ 3 ในความสัมพันธ์เ์วีียนเกิดิ

ดัังนั้้�น เราจึงึสามารถอนุมุานให้้พจน์์ทั่่�วไปเป็็น a nn = +1                  ได้้
� a nn = + 1

(2)	 ใช้้การอุปุนััยเชิิงคณิิตศาสตร์เ์พ่ื่�อพิิสูจูน์์ว่า่พจน์์ทั่่�วไปในข้อ้ (1) นั้้�นถูกูต้้อง
[การพิิสูจูน์์]

พิิสูจูน์์ว่า่พจน์์ทั่่�วไปคืือ a nn = +1

(i)	 เม่ื่�อ n=1

  จาก a1=1+1=2 ซ่ึ่�งเป็็นจริงิเม่ื่�อ n=1

(ii)	 เม่ื่�อ n=k

  สมมติว่า่ a kk = +1

  เม่ื่�อ n=k+1 จากความสัมพันธ์เ์วีียนเกิดิ เราจะได้้	
  a ka k k k k k kk k+ = − + = + − + = + = + +1

2 22 1 2 2 1 1( ) ( )

 ดั งนั้้�นจึงึเป็็นจริงิเช่่นกันัเม่ื่�อ n=k+1

จากข้อ้ ( i ) และ (ii) ด้้านบน พจน์์ทั่่�วไปคืือ a nn = +1                  ท่ี่�สััมพันธ์ก์ับัจำำ�นวนเต็็ม n ทุกุจำำ�นวน

a a a a
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++ = ⋅ − + =2 3 4 3 2 52
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check

กด w เลือืก [Spreadsheet (สเปรดชีีต)] กด | แล้ว้ล้า้งข้อ้มูลูก่อ่นหน้้าโดยการกด W

หลังัจากป้อน [A1:1, A2:2, A3:3 และ A4:4] ตามลำำ�ดับแล้ว้ ให้้กด B เลื่่�อนไปท่ี่� [B1]

หลังัจากป้อน [B1:2] แล้ว้ ให้้กด B

กด I เลือืก [Fill Formula (ป้้อนสููตร)] กด |

หลังัจากป้อน [Form (รููปแบบ)=A1´B1-A1+2] แล้ว้ ให้้กด B

หลังัจากป้อน [Range (ช่่วง):B2:B4] แล้ว้ ให้้กด B เลือืก [Confirm (ยืืนยััน)] กด |

กด q[ สแกนคิิวอาร์์โค้้ดเพ่ื่�อแสดงข้อ้มูลู
แตะคอลัมัน์์ A และคอลัมัน์์ B แตะ [Statistics (สถิิติิ)] แตะ [Regression (การถดถอย)] 	
แล้ว้แตะ [Linear Regression (การถดถอยเชิิงเส้้น)]

การให้้เหตุผุลแบบนิิรนััยจะปรากฏขึ้้�น
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	 	 โด้ยให้	n	เป็น์จำาน์วน์ธรรมื่ช้าติ	ใช้้การอปุนั์ยเชิ้งคืณิิตศาสตรื่เ์พ่�อพิสจูน์์วา่	2 3n n+													ค่ือผลืคืณูิข้อง	3

	 	 อน์มุื่าน์พจน์์ทัี่�วไปข้องลืำาดั้บ	{ }an						ท่ี่�ตรงกบั	a1=1	แลืะ	( ) ( )a a n nn n+ − = −1 1 2 2 1																																										แลืว้ใช้้การอปุนั์ยเชิ้ง
คืณิิตศาสตรื่เ์พ่�อพิสจูน์์วา่พจน์์ทัี่�วไปดั้งกลืา่วนั์�น์ถกูต้อง

[การพิสูจึน์ั้]
( i ) เมื�อ n=1
 จึาก 2 1 1 33⋅ + =                       จึงึเป็นั้จึรีงิเมื�อ n=1
(ii) เมื�อ n=k
 โดัยืสมมติวา่เป็นั้จึรีงิ จึงแสดัง 2 33k k m+ =                           (m คือจึำานั้วนั้เต็ม)
 เมื�อ n=k+1, 

 เนืั้�องจึาก m k k+ + +2 2 12                                 คือจึำานั้วนั้เต็ม จึงึเป็นั้ผลืคณูิของ 3
 ดัังนัั้�นั้ เมื�อ n=k+1 จึงึเป็นั้ผลืคณูิของ 3 เช้่นั้กันั้
จึากขอ้ ( i ) แลืะ (ii) ด้ัานั้บนั้ 2 3n n+              คือผลืคณูิของ 3 ท่ั่�สัมพันั้ธ์กั์บ
จึำานั้วนั้เต็ม n ทั่กุจึำานั้วนั้

2 1 1 2 6 6 3
3 6 6 3
3 2 2 1

3 3 2

2

2

( ) ( ) ( )

( )

k k k k k k
m k k
m k k

+ + + = + + + +
= + +
= + +

+
+

[การพิสูจึน์ั้]

แทั่นั้ท่ั่� n=1, 2 แลืะ 3 ในั้ความสัมพันั้ธ์เ์วย่ืนั้เกิดั

ดัังนัั้�นั้ เราจึงึสามารถอนุั้มานั้ให้้พจึน์ั้ทัั่�วไปเป็นั้ a nn = −2 1                        ได้ั
( i ) เมื�อ n=1
 จึาก a1=2×1-1=1 จึงึเป็นั้จึรีงิเมื�อ n=1
(ii) เมื�อ n=k
 สมมติวา่ a kk = −2 1
 เมื�อ n=k+1 จึากความสัมพันั้ธ์เ์วย่ืนั้เกิดั เราจึะได้ั
( ) ( ),( )( ) ( )a a k k a k k kk k k+ +− = − − − = −1 11 2 2 1 1 2 1 2 2 1

 จึาก 2k-1¹0 เราจึะได้ั a k a k kk k+ +− = = + = + −1 11 2 2 1 2 1 1, ( )

 ดัังนัั้�นั้จึงึเป็นั้จึรีงิเช้่นั้กันั้เมื�อ n=k+1
จึากขอ้ ( i ) แลืะ (ii) ด้ัานั้บนั้ พจึน์ั้ทัั่�วไปคือ a nn = −2 1                       ท่ั่�สัมพันั้ธ์กั์บ
จึำานั้วนั้เต็ม n ทั่กุจึำานั้วนั้

( ) ( ),( ) ,
( ) ( ),(
a a a a
a a a
2 1 2 2

3 2 3

1 2 1 2 1 1 1 1 2 3
1 2 2 2 2 1

− = ⋅ ⋅ − − ⋅ = =
− = ⋅ ⋅ − −− ⋅ = =
− = ⋅ ⋅ − − ⋅ = =

1 3 12 5
1 2 3 2 3 1 1 5 30 7
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